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1. Methodische und didaktische Hinweise

1.1 Aligemeines

Der Themenbereich behandelt den eher algebraischen Aspekt von Matrizen und Vektoren: mit den darin
gespeicherten Daten werden — unter Verwendung der tblichen Rechenoperationen — Prognosen etwa bei
Wachstumsprozessen erstellt und Berechnungen zu (z.B. wirtschaftlichen) Verflechtungen durchgefiihrt,
nachdem zuvor entsprechende Modelle entwickelt wurden. Dabei zeigt sich, dass die hier behandelten
Populationsmodelle auch als mehrstufige Prozesse aufgefasst werden kénnen, die Fragestellungen und
deren mathematische Folgen sind jedoch meist verschieden.

Da mit Matrizen und Vektoren Modelle beschrieben und danach Berechnungen durchgefiihrt werden, ist
das hier vorgeschlagene paradigmatische Beispiel eher auf die Rechenoperationen bezogen:

1.2 Arbeitsblatt

In der vorgeschlagenen Gruppenarbeit sammeln die A Abb 1
Lernenden Beispiele fiir Matrizen und Vektoren in ihrer

Umwelt und entwickeln Beispiele fir Verknipfungen. Y

Das kann langer als eine Stunde dauern und zu Ver- "0

knipfungsvorschlagen fihren, die uniblich und/oder
nicht sinnvoll sind. Wenigstens ein Beispiel dafir sollte
bei der Auswertung (bzw. bei 1.1/1.2) aufgegriffen wer-

..0-’

den. 3 - :
Die folgenden Abbildungen sollen die Vielfalt von Er- ’Qf hrbloc-asferc) ‘L‘
gebnissen dokumentieren, die Gruppen (oder einzelne ”
Lernende) produziert haben, und auch die unterschied- .
lichen Erfahrungen aufzeigen, auf die zuriickgegriffen ket
wurde.

1. Tde:  Pascaliscies Dreleck: Abb 2 (a+ B)+ € =) dos st die Lufhobeeche tuischen Bows (Stard punnit)

el Louden Endpunkt)
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lwmer glerch stnd .

Eersprele :

Yy - Matrix: 3x3 - Matrix: WA Aalerd plie o7ctriken Gvcliare, an dlenn Lsdr

6 3 2 131 3y olk jeur. KempOneite. clor A Hatrix durch et

5 10 M 8 | 3 amagpfrcchemaéc Homporumie oler . Hatrix 9&({(!&

8 & F 12| % nadem.

o445 4e 4 | B4 TR Matn zucbedsprtle : fechec fabette (gnumm&.'),uakmsda,
Nohudabett | Tanchenrechnerfaafalrrer
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43y 34 34

Anhand von Beispielen lasst sich zumeist die Sinnhaftigkeit einer Verknipfung erklaren. So sind auch die
beiden Beispiele bei 1.3 hinsichtlich der Vektoroperationen zu verstehen.

Dass eine Verknlpfung nicht sinnvoll ist, wird manchmal nicht so leicht verdeutlicht werden kénnen. In
Abbildung 3 wirde eine analog zur Division gestaltete Multiplikation, die im gesamten Dokument aber
nicht auftaucht, immerhin eine Probe ermdéglichen. Allerdings kann man bei dieser Definition mit vielen
Matrizen gar nicht dividieren, weil ja alle Komponenten verschieden von Null sein missen.

Will man das Arbeitsblatt einsetzen, so darf man den Schilerinnen und Schilern das Lernheft erst nach
Abschluss dieser Arbeit aushandigen.
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1.3 Populationsmodell (Leslie-Modell)

Das Beispiel mit der Possum-Population ist ausfiihrlich dargestellt und durchgerechnet, sodass es auch
von Schiilerinnen und Schiilern selbst erarbeitet werden kann'. Zur Binnendifferenzierung einer solchen
Vorbereitung kann auch Aufgabe 5) benutzt werden. Sie beschaftigt sich mit einer Modifizierung dieses
Beispiels.

In den Aufgaben 6 und 7 werden Populationsmodelle entwickelt. Dabei ist das von Aufgabe 6 gegeben
und daher die Berechnung einfach. Aufgabe 7 ist deutlich komplexer, weil die Komponenten der Matrix
erst berechnet und falls gewiinscht aktuelle Daten recherchiert werden missen. Diese Aufgabe entspricht
weitgehend Aufgabe 5 aus V3.

Aufgabe 8 betrachtet theoretische Aspekte des Populationsmodells.

In der Abituraufgabe 19 kommen neben der Modellierung ebenfalls theoretische Aspekte ahnlich wie in
Aufgabe 8 vor. Da 19) ohne CAS (nur mit Taschenrechner) zu I6sen ware, gibt es auch eine Variante mit
CAS (oder GTR).

Auch ein Teil der Berechnungen in den Aufgaben kann ohne CAS (oder GTR) nicht durchgefiihrt werden.

Hinweise noch zu 6a) und zum Namen Leslie:

Lebensdaten zu dem britischen Biologen und Okologen P.H. Leslie sind nicht zu finden. Zitiert werden
zumeist zwei Beitrage aus der Zeitschrift Biometrika der Universitat Oxford aus den Jahren 1945 und
1948, an der Leslie zu dieser Zeit gearbeitet hat (P.H.Leslie, On the use of matrices in certain population mathematics,
Biometrika, 33, S.183-212, (1945) und Some further notes on the use of matrices in population mathematics, Biometrika, 35,
S.213-245, (1948)).

Das Beispiel der Possum-Population ist ein ,exaktes” Leslie-Modell: Einteilung in homogene Altersklas-
sen, Zeittakt entspricht der Durchwanderung einer Altersklasse, Lebewesen in der hochsten Alterklasse
sterben innerhalb eines Zeittaktes und die Lebewesen in einer Altersklasse ergeben sich aus den Uberle-
benden der Vorgangerklasse, die der 1. Altersklasse aus den Geburten (in allen Klassen). Die Leslie-

Matrix sieht daher so aus: £ f f f
1.Zeile besetzt mit den Geburtenraten f; der jeweiligen Altersklassen i und f; > 0, o2 n-1 'n
Nebendiagonale besetzt mit den Uberlebensraten der Vorgangergruppen s; (> 0), S, 0. 0 O

sonst stehen uberall Nullen.
0s,.. 0O
Diese Bedingungen sind in 6) nicht gegeben, da Schildkréten in Altersklassen ver-
bleiben (Diagonale ist besetzt!) und die Altersstruktur ist nicht homogen. Beide
Punkte gelten auch fir Aufgabe 7. Die Praxis der Benennung scheint manchmal 00 Sn-1 0
auch in der Literatur ,grof3ziigig“ zu sein...

1.4 Lineare Gleichungssysteme

Die Erlauterung des Eleminationsverfahrens geschieht Giber Beispiele, wovon das erste auf Vorwissen aus
der Mittelstufe aufbaut. Im Anwendungsbeispiel wird ein Aspekt der Lésbarkeit anhand dieses Beispiels
besprochen, weil so auch weitergehende Uberlegungen zur Lésung erméglicht werden.

In Aufgabe 9 wird an zwei einfachen Aufgaben das Verfahren erprobt, was ohne Hilfsmittel méglich ist.
Bei den folgenden Aufgaben 10 bis 13 steht das Aufstellen des Gleichungssystems im Vordergrund und
die Weiterarbeit mit der LOsung. Die Lésung selbst geschieht am einfachsten mit CAS, zumal in 11) ein
groReres Gleichungssystem auftaucht (mindestens 4 x 4, je nach Ansatz).

Aufgabe 14 dient der Reflexion der Angemessenheit des Ansatzes lineares Gleichungssystem etwa bei
den Aufgaben 12 und 13 (Verhéltnis Mathematik <> Realitat).

1.5 Mehrstufige Prozesse / Verflechtungen

Als Beispiel wird ein zweistufiger Produktionsprozess betrachtet, wie er in einfachen betriebswirtschaftli-
chen Modellen oft auftaucht: 1. Stufe ist die Produktion von Zwischenprodukten aus Rohstoffen, 2. Stufe
die Fertigung der Endprodukte aus Zwischenprodukten und hier auch Rohstoffen. Die einzelnen Schritte
werden mit Matrizen modelliert, sodass durch geeignete Operationen mit diesen Matrizen weitere Infor-

mationen entstehen, wie etwa der Rohstoffbedarf fir die Endprodukte. Gleichungssysteme tauchen hier
bei weitergehenden Fragen auf.

' Das gilt prinzipiell auch fiir die beiden folgenden Anwendungen.
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Thematisieren sollte man die Darstellungsmadglichkeiten der Verflechtung mit Matrizen oder als Graph, die
auch auf Ahnlichkeiten zu Populationsmodellen hinweist.

Die Aufgaben 15 und 16 ahneln dem Beispiel, es ist daher mdglich, diese Aufgaben arbeitsteilig rechnen
und produzieren zu lassen.

Aufgabe 17 interpretiert Wanderungsbewegungen zwischen verschiedenen Regionen als mehrstufigen
Prozess. Diese Interpretation ist auch fiir das Populationsmodell mdéglich, da dort Verflechtungen zwi-
schen den Altersklassen bestehen, allerdings in beide Richtungen. Und da ist Aufgabe 17 wirklich ein
Bindeglied.

Aufgabe 18 greift die eben angesprochenen Uberlegungen auf, wagt aber auch eine Riickschau auf
frihere Wachstumsmodelle und einen Vergleich mit dem hier entwickelten Modell.

1.6 Abituraufgaben

Die drei bzw. vier Aufgaben entsprechen vom Umfang her Aufgaben im Abitur und beriicksichtigen diesen
Themenbereich, haben aber auch Verbindungen zur Analysis (besonders Aufgabe 20). Aufgaben, die
dariiber hinaus auch Inhalte von G5 berilicksichtigen, werden im Themenbereich G5 zu finden sein.

Diese Aufgaben sollen den Schiilerinnen und Schiilern ermdglichen, ihre Kenntnisse an komplexeren
Aufgaben zu Uberpriifen. Die Lésungsvorschlage zu allen Aufgaben — jeweils eine Seite pro Aufgabe -
finden sich am Ende dieses Hefts und kénnen bei Bedarf ausgegeben werden, sodass nicht jede Aufgabe
und nicht jedes Detail im Unterricht besprochen werden muss.

1.7 Riickschau / Portfolio

Population
Die Rickschau soll den Lernenden einen Uber-
blick verschaffen und eine Einordnung in ihr
mathematisches Wissen ermdglichen. Dazu Altersklassen
sollten sich die Schilerinnen und Schiler auch p VN~V N
selbst einschéatzen hinsichtlich der erreichten &
Kompetenzen. O(§ Verflechtungen
Die Erstellung einer ,Uberblick-Grafik* bereitet Q\
moglicherweise Schwierigkeiten. Wer nicht gut
zeichnen kann, bringt eben grafische Elemente .
ein und verwendet gegebenenfalls ein passen- Uber
des Computerprogramm. Wichtig ist jedoch, gangs
dass jede Schilerin und jeder Schiler sich matrix
selbst einen Uberblick verschafft und diesen zu
Papier bringt. Irgendwo kopierte Bilder, die ein- ;\\'OQ
geklebt werden, sind sinnlos. Siehe dazu [1]. ((\'b
Das nebenstehende Beispiel entspricht dem Verflechtungen s\o\
Auftrag, der aber unzéhlige andere Méglich- W N
keiten zulasst. Stufen O@\'b

Die Beschaftigung mit dem Arbeitsblatt, das
Selbsterarbeiten der drei Anwendungen und
eventuell von Aufgaben zur Anwendung, die Produktion

Beschaftigung mit einer oder mehreren Abitur-

aufgaben sowie die Rickschau kdnnten Bestandteile eines Portfolios sein. Die in Gruppen- oder Partner-
arbeit entstandenen Dokumente haben darin genauso Platz wie Dokumente aus Einzelarbeit.

1.8 Zeitvorschlag

ca. 30 Stunden (von 135 Stunden in 3 Semestern) m G4 G5
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2. Lernbicher / Literaturhinweise

21

2.2
(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

Lernbiicher

THOMANS JAHNKE / HANS WUTTKE - Mathematik: Analytische Geometrie, Lineare Algebra
Cornelsen - Berlin 2003
Das Kapitel 5 ,Prozesse” deckt den Themenbereich weitgehend ab.

KRoLL / REIFFERT / VAUPEL Analytische Geometrie, Lineare Algebra
Hier finden sich viele Aufgaben mit Linearen Gleichungssystemen (Stréme im Netz), zu Verflechtun-
gen und einige Aufgaben zur Populationsentwicklung.

ScHOWE / KNAPP / BORGMANN - Lineare Algebra, Wirtschaft - Cornelsen - Berlin 1998
Das Buch enthélt viele Aufgaben zu mehrstufigen Produktionsprozessen, behandelt dazu Matrizenver-
knipfungen und Lineare Gleichungssysteme, jedoch keine Populationsmodelle.

Literaturhinweise / Links

ANDREAS MULLER - Denken heil3t Zurechtmachen

unter http://www.learningfactory.ch/downloads/ als PDF-Datei unter ,ETHtools" und viele weitere
interessante Artikel bei denen es darum geht, ,das Lernen zu lernen”.

Die Vorschldge zur ,Riickschau”im Lernheft basieren z.T. auf dem genannten Artikel.

WOLFGANG TYSIAK - Lineare Unabhéangigkeit als InformationsmalR - MNU 57/2 (1.3.2004) Seiten 75-78
Dieser Artikel geht iiber die Grundkursinhalte hinaus, er pladiert aber auch fiir die in G2 gewéhlte
Sichtweise: ,Die Loslésung vom Verstdndnis eines Vektors als Pfeilklasse in der Ebene oder im Raum
soll dabei ganz bewusst vollzogen werden. Bei der weiter fortschreitenden DV-Durchdringung der
tdglichen Umwelt sollten Matrizen eher als Dateien und Vektoren eher als Datensétze oder als Felder
einer Datei verstanden werden.*”

Zusatzliche Informationen Uber eine spezielle Anwendung Linearer Gleichungssysteme:
MathePrisma (Modul: CT und Lineare Gleichungssysteme - Mathematik ist die beste Medizin)

Demographics of the Hawaiian Green Sea Turtle mit einem konkreten Beispiel zur Anwendung des
Populationsmodells (siehe Aufgabe 6).

Es gibt unzéhlige Internetseiten zum Thema ,Leslie-Matrix”, einige enthalten auch konkrete Beispiele,
die fiir den Unterricht verwendet werden kénnen.

Daten zu Aufgabe 7 findet man z.B. bei
Statistisches Bundesamt: www.destatis.de/d_home.htm

U.S. Census Bureau: www.census.gov/ipc/www/idbpyr.html

Zu den meisten Aufgaben ist im Lernheft eine Kurz-Ldsung abgedruckt, sodass sich die Lernenden bis zu
einem gewissen Grad bei diesen Aufgaben selbst helfen kénnen. Die eher theoretischen Aufgaben 8, 14
und 18 erfordern hoheres Abstraktionsniveau und eignen sich daher auch zum Vortragen durch geeignete
Schulerinnen und Schiler.

ergleiche und Verkniipfungen

Aufgabe 1 Der Vergleichsvorgang bezieht sich zunédchst auf die wichtigste
Gegeben sei eine Datei mit Namen und Adressen, Komponente, bei Ubereinstimmungen in dieser Komponente kén-
jeden Datensatz kann man als Vektor auffassen, etwa  nen diese Vektoren dann nach der zweitwichtigsten Komponente
(Name| StraRe | PLZ | Ort). Aus verschiedenen Griin-  sortiert werden usw. In diesem Sinne ist also eine Anordnung még-

den muss eine solche Datei sortiert werden. lich
Uberlegen und beschreiben Sie, wie man die Datensét- ’
ze anordnen konnte. Beispiel: 1. Sortierkriterium: PLZ,

2. Kriterium (bei gleicher PLZ): StralRe


http://www.learningfactory.ch/downloads/
http://www.matheprisma.de/Module/CT
http://isolatium.uhh.hawaii.edu/linear/ch6/green.htm
http://www.destatis.de/d_home.htm
http://www.census.gov/ipc/www/idbpyr.html
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21111111111 Aufgabe 2
1717171713~ Ein Wilrfel wird gezinkt, damit die Augenzahl 6 6fter
fallt. Tatsachlich ergibt ein ausfiihrlicher Test, dass die 6
Haufigkeit jeder Ziffer bei 100 W irfen = 100- 2111111 durchschnittlich bei jedem 3. Wurf erscheint, die 1
) 291717171713 jedoch nur zweimal bei 21 Wiirfen, alle tbrigen Zahlen

.. . . fallen bei jedem 7. Wurf.
Im Kontext der Aufgabenstellung miissen die Ergebnisse auf gan-  gepreiben Sie die Haufigkeit, mit der jede Ziffer er-

ze Zahlen gerundet werden und die Summe dieser Zahlen sollte scheint, in einen Vektor, geordnet in der Reihenfolge
auch noch 100 ergeben: (10|14|14|14|14|34). D.h. die 1 fallt ca.  von1-6und berechnen Sie damit, wie oft jede Ziffer
10 mal, die 2, 3, 4 und 5 fallen jeweils ca. 14 mal und die 6 fallt ca. DPei 100 Wrfen erscheint.

34 mal (aufgerundet, damit Summe = 100).

Aufgabe 3
a) (2]2|1)-(9,50/15,60/11,00) = 19,00 + 31,20 + 11,00 = 61,20. Ein Restaurant bietet Montags bis Donnerstags von
Die Rechnung fiir die Gruppe belauft sich auf 61,20 €. 12.00 Uhr bis 14.00 Uhr ,Essen satt’. Jeder Kunde

. . . . . . . . kann dann vom Buffet nehmen, was er méchte.
b) Diese Teilaufgabe ist eine kleine Spielerei, in der die Vektor-  Fiy Kinder bis 14 Jahre kostet dieses Angebot 9,50 €,

rechnungen in eine Tabellenkalkulation (bertragen werden fiir Rentner 11,00 € und sonst 15,60 € pro Person.
Rechnung m[]ssen.. . _ &) Eine Gruppe aus zwei Kinder, zwei Erwachse-
Dazu existieren ein nen und einem Rentner wahlt dieses Angebot.
Anzahl Preisat  Einzelpreis Zwischensumime Arbeitsblatt und ein Erstellen Sie die Rechnung fiir diese Gruppe mit
2 Kinder . 9B0E, 19,00 € Lésungsvorschlag Hilfe von Vektoren.
. . fiir Excel und Quat- b) Fertigen Sie ein passendes Computer-Programm
3 |Mormalptels | 18E0 €, 46,60 € tro Pro (G2-03A und (z.B. mit einer Tabellenkalkulation), das bei Ein-
s 6580 € ~ gabe der jeweiligen Personenzahl die Rechnung
SLL G2-03L). ausgibt.
01% 01 Aufgabe 4
1 Finf Freundinnen treffen sich regelméRig zum ,Dame*-
00 Spiel. Sie haben ihre Gewinne in einer Tabelle notiert,
a) Die Dominanzmatrix lautet: D = % 0000 in der]ede Reihe ar)glbt,l wie oft die zugehorlge Person
gegen die anderen jeweils gewonnen hat:
1 1 1 gegen | Anna | Gio Jai Li | Petra
Anna 3 5 2 4
00100 _
Gio 2 4 5
1 2% 007%10||1 1% Jai 5 3 4 2
1 2 1 00 10|]|1 2 Li 3 4 5 3
Petra 2 3 4 2
= . = 1 = 1 = 1
b) YO =D 1]=| % | und Zo =% 1011 11 =|3% a) Erstellen Sie eine 5x5-,Dominanz‘-Matrix D, in
1 4 0O0D0DO0O 1 0 welche Sie 1 fur r_1_1ehr Gewmng, 0 fur mehr'NleT
derlagen und . fiir genau so viele Siege wie Nie-
1 1 171010 1 3 derlagen eintragen. Die 0 wird auch eingetragen,
wenn mit einer Person gar nicht gespielt wurde,
. . . also hier jede der Freundinnen mit sich selbst: In
Der Vektor Y, gibt die Gesamtzahl der Gewinne pro Person an, der Hauptdiagonale der Dominanz-Matrix stehen
wobei % fur ,unentschieden® steht. lauter Nullen.
Bei der gekippten oder transponierten Matrix stehen die Nie- ~ b)  Der Spaltenvekior X bestehe aus lauter Einsen,
derlagen der Personen in den Zeilen, genauer die Siege iiber alOX=(1] 1] .)o .
. . . . . Berechnen Sie damit die Vektoren Y, und Z, mit
die Personen in den Zeilen. Also gibt der Vektor Z, die Anzahl Y,=D-XundZ, =D’ - X. Welche Bedeutung
. . . . . 0 0 "
der Niederlagen pro Person an, wieder mit %z fur ,unentschie- haben die Vektoren Y, und Z, im Sachkontext?

den“.

Aufgabe 5
Wi.rd eine beﬂstimmt.e Anzahl der jewe"iligen Al_terg ruppen im Jahr Das Anwachsen der Possum-Population (aus der
gejagt, so musste die Anzahl der getdteten Tiere vom Populations- Aufgabe S. 5) beobachten die Férster in diesem Na-
vektor abgezogen werden, bevor dieser mit der Leslie-Matrix multi- tionalpark mit Sorge, weil dadurch andere Arten bedroht

pliziert wird. Es ist aber auch oft so, dass fiir eine bestimmte Jah-  Werden. Daher iberlegen sie, welche Auswirkungen
reszeit Jagd erlaubt ist eine gezielte Jagd auf die Possums haben kdnnte.

] ; . L Modifizieren Sie das Modell aus der Aufgabe geeignet
Nimmt man an, dass Tiere aus allen Altersgruppen im Verhaltnis  ynq begriinden Sie Ihren Vorschlag (oder Ihre Vor-

zur Gesamtzahl in der Gruppe getodtet werden, muss die Les- schlage).
lie-Matrix mit dem entsprechenden Faktor multipliziert werden.

Will man die augenblickliche Population in ihrer GrofRe etwa kon-

stant halten, so sind nach den Ergebnissen der Rechnung etwa

22% aus jeder Altersgruppe der Population zu téten, es Gberleben
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also 78%. Die neue Leslie-Matrix L, entsteht dann aus der alten
Matrix L durch L., =0,78 - L.

neu

Zu dem Beispiel ab S. 5 existiert eine Derive-Datei, mit deren Hilfe
nun experimentiert werden kann (G2-Populationsmodell.dfw)

&

Aufgabe 6

In dieser Aufgabe geht es um ein Populationsmodell @) Iq dlesgr M_gtrlx L ist auch die ngptdlagonale besetzt. Slnq .
der Hawaiischen Green Sea Schildkréte. Die Aufteilung diese Eintrage nicht Null, verbleibt der entsprechende Anteil in
der Population erfolgt in 5 Altersgruppen, namlich der zugehdrigen Altersgruppe.

kf’e"t’e” (Eier, fesch’;Pﬂe), ;g 1; (jgdgﬂefe)y(};g‘;o Zeile 1: Nur die Schildkréten in den Gruppen 4 und 5 legen
?Barsmzssgewac i 1, 289 ittt Ll 2= Eier: Erstbriiter im Durchschnitt 280 pro Jahr und
Die Anfangspopulation ist gegeben durch Briter ca. 70 pro Jahr.
(346.000|240.000|110.000|2.000|3.500). Zeile 2: 23% aus Gruppe 1 gehen Uber nach Gruppe 2, in
In dem Modell ist die Leslie-Matrix modifiziert: Der Gruppe 2 (Jungtiere) verbleiben 67,9% der Tiere —

Ubergang von einer Altersgruppe zur nachsten setzt

jeweils pro Jahr.
sich aus zwei Aspekten zusammen, die auch in der J P

Matrix auftauchen: Der Anteil derjenigen Tiere, die Zeile 3: Nur 0,1% der Tiere aus Gruppe 2 gehe.n tber
tiberlebt haben und in die nachste Altersgruppe iiber- nach Gruppe 3 (fast ausgewachsene Tiere), dort
wechseln, und der Anteil derjenigen Tiere, die in der verbleiben 71,1% der Tiere — immer pro Jahr.
Altersgruppe verbleiben. o Zeile 4: 3,9% aus Gruppe 3 geht iiber nach Gruppe 4, in
DI R RENIEIE (B¢ 2r 6l ATl G5 IE1es, Gl el der nach Definition kein Tier verbleibt.
schnittlich pro Jahr von einer Schildkréte in dieser . . o . n .
Gruppe gelegt wird. Zeile 5: 89% der Tiere aus Gruppe 4 (Erstbriter) Uberle-
Die Leslie-Matrix ergibt sich so zu ben und gehen daher Gber in Gruppe 5 (Briter), in
0 (] 0 280 70 der 90,7% verbleiben.
0,23 0679 O 0 0
L-| o 0001 0,711 © 0 b) Siehe dazu die Derive-Datei (G2-06L.dfw) mit Lésungsvor-
0O 0 003 0 O schldgen:
0 0 0 089 0907 Bestand nach einem Jahr
B, = (805.000| 242.540| 78.450| 4.290| 4.955), nach 2 Jahren
a) Wie unterscheidet sich diese Matrix L von der bis- B, ~ (1.548.015| 349.835| 56.020| 3.060| 8.310) und
her verwendeten Leslie-Matrix? ~
Deuten Sie die Zahlen entsprechend dem vor- nach 10 Jahren B, = (814.600| 721.190| 6.150| 295| 9.540) .
stehenden Text zum Modell. Es existiert auch wieder ein Arbeitsblatt dazu (G2-06A.dfw), in wel-
b) Berechnen Sie mit dem Modell die Anzahl der ches die Matrix und der Bestandsvektor eingetragen sind.

Tiere nach einem, zwei und zehn Jahren.

Aufgabe 7
Entwickeln Sie mit dem Modell von Leslie eine Progno- Der Lésungsvorschlag basiert auf den nebenstehend genannten
se fiir die Bevolkerungsentwicklung in Deutschland. Daten. Aktuelle Daten kénnen z.B. auf den Seiten des Statisti-
Besorgen Sie sich dazu die nétigen Daten und geben  schen Bundesamtes erhalten werden (siehe Linkliste, S.4 [5] ).
g'e dr'f Qt;Je"eS'delthEI?/tleg a"n b mit mit einem G Auch bei dieser Aufgabe verbleiben wegen der sehr groben Ein-
pﬁ:g)r@ eI el EENhTEITIC T teilung wieder Gruppenmitglieder in ihrer Gruppe. Daher ist die
Berechnen Sie eine Prognose fiir die Jahre 2025 und ~ Hauptdiagonale besetzt.
2050. v; sei der Anteil der
Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse. Verbleibenden in m.
Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse mit professionellen ; ; (v vy LA @ v,
Prognosen. Gruppe i (Verbleibfak UN o D\
tor), o T o g )
. . . Q. Q. 3 Q. 4 Q.
Dazu sei die Bevolkerung in 4 Altersgruppen eingeteilt, U; S€l der Anteil der s' 3 5 S
namlich 0- 14, 15-49, 50-64 und ab 65. Ubergéange nach o o O] O]

Das statistische Bundesamt geht bei seinen Prognosen - Gruppe i, hier bezo-
von einer Geburtenzahl von 1,40 aus. Das bedeutet,
dass jede Frau im Alter von 15 bis 49 im Durchschnitt
1,40 Kinder zur Welt bringt. .
Die Ubergange zur néchsten Gruppe berechnensich ~ Die Berechnung der Matrix basiert z.B. auf folgenden Uberlegun-

aus der Zeitdauer einer Gruppe (wobei man annimmt,  gen, die sich teilweise auch aus dem Graphen erklaren:

dass jede mogliche Altersstufe in einer Gruppe etwa

gleich viele Menschen umfass), abziiglich der jahriichen 1. Gruppe: Die erste Gruppe erhélt zunachst ,Zuwachs® tber die Geburten.

gen auf die vorhergehende.

durchschnittichen Sterberate in der Gruppe. Diese Da die Gruppen nicht nach Geschlecht unterschieden
konnen Sie selbst aus aktuellen Daten ermitteln oder werden, muss hier eine Annahme getroffen werden,
aber folgende Werte verwenden (geordnet nach den t d 50% F in der 2. Alt ind
Altersgruppen) (0,004]0,0011/0,0087 0,0276). €lwa dass oU% Frauen in der 2. Altersgruppe sind.
Als Startwerte fiir Ihr Modell kénnen Sie ebenfalls selbst Weiter muss man annehmen, dass die Anzahl der
recherchierte Zahlen verwenden oder Personen fur jedes Altersjahr Gibereinstimmt. Es sind
(12,3]39,1]15,5(16,3) - Angabe in Millionen, geschétz- 35 Jahrgange in der Gruppe 2, also je Altersjahr 1/35

te Werte fir 2005. der Gesamtzahl, gerundet 0,03. Die Zahl der Geburten



G2 - Lésungsvorschlage

ergibt sich dann mit 0,02 - Anzahl der Menschen in
Gruppe 2,da 0,5-1,4-1/35=0,02.

Die Uberlebensrate in Gruppe 1 betragt 99,6%. Zu-
gleich verringert sich die Anzahl der Menschen in
Gruppe 1 (und in den beiden folgenden Gruppen)
durch die Anzahl derer, die in die nachste Gruppe
Ubergehen, hier mit obiger Annahme 1/15 der Gruppe.
Da 0,996 - 14/15 = 0,930, verbleiben daher 0,93 - An-
zahl der Menschen in Gruppe 1.

Verbleibfaktor: 0,930

Geburtenzahl: 0,020 (bezogen nur auf Gruppe 2)
Ubergangsfaktor:  1/15 - 0,996 = 0,066

2. Gruppe: Es verbleiben in der Gruppe 34/35, 1/35 gehen in die
Gruppe 3 uber, jeweils abzlglich der Sterberate
0,0011:
Ubergangsfaktor:  1/35 - 0,9989 =0,029
Verbleibfaktor: 34/35-0,9989 ~ 0,970

3. Gruppe: Es verbleiben in der Gruppe 14/15, 1/15 gehen in die
Gruppe 4 Uber, jeweils abziglich der Sterberate
0,0087:
Ubergangsfaktor:  1/15-0,9913 = 0,066

Verbleibfaktor: 14/15-0,9913 = 0,925

4. Gruppe: Verbleibfaktor: 0,972 (1 - Sterberate)

0,930 0,020 O 0
0,066 0,970 O 0
Damit ist die Leslie-Matrix L =
0 0,029 0925 O
0 0 0,066 0,972

Die Gesamtbevdlkerung nimmt langfristig ab, bei gleichzeitiger Ver-

schiebung der Altersstruktur: Die Anzahl der alten Leute steigt, die
der jungen fallt (Zahlen in Millionen):

Jahr 0-14 15-49 | 50 - 64 ab 65 Summe
2005 12,3 39,1 15,5 16,3 83,2
2025 10,6 32,7 14 24,4 81,7
2050 8.6 26,4 11,5 27,1 73,6

Die Derive-Datei mit einem Lésungsvorschlag heilt G2-07L.dfw
Diese Aufgabe basiert auf Aufgabe 5 von V3, dort wird allerdings
nicht mit Matrizen gerechnet. Flir Schiilerinnen und Schiiler, die
nicht bereits diese Aufgabe aus V3 bearbeitet haben, bietet es sich
an, tiber die gewéhlte Modellierung zu reflektieren. Siehe auch die
Aufgaben 4 und 6 in V3.

a) z.B. iteratives Verfahren zu Berechnung von Nullstellen, rekur-
siv definierte Folge, ...

b) Vermutlich wurde das Langzeitverhalten mit der Potenzschreib-
weise L" - X berechnet bzw. untersucht, genauer X, = L"X. Die
iterative Darstellung lautet: X, = L X,_4, erfordert jedoch ein Zu-
rickrechen.

Vorteil von X, = L X, _;: Entwicklung der Werte wird sichtbar,
gut geeignet fir Tabellenkalkulation.
Kompakte mathematische Form, die
sofort Ergebnisse bringt, geeigneter fir

CAS.

Vorteil von X, = L"X:

Aufgabe 8

In dieser Aufgabe soll es um einige eher theoretische
Aspekte des Leslie-Modells gehen.

Das Verfahren berechnet die Fortentwicklung einer
Population in einem festen Zeittakt und nicht kontinuier-
lich. Es ist daher diskret.

Die Berechnung geschieht innerhalb eines Modells
immer in gleicher Weise: Sei L die Leslie-Matrix und X,
die Population zur Zeit t. Dann ist X,,, =L - X..

Ein solches Verfahren heildt iterativ. Da z.B. X, aus dem
Wert von X, berechnet wird, X, aus X,, X; aus X,, X,
aus X, und X, aus X,, ist das Verfahren rekursiv de-
finiert. Durch die Potenzierung der Leslie-Matrix kann
aber ohne Rekursion gerechnet werden.




Fortsetzung Aufgabe 8 c)

a)  Sie haben sicher schon ein oder mehrere Verfah-
ren kennen gelernt, die mindestens einen der
oben angegebenen drei Aspekte aufweisen.
Geben Sie Verfahren und Aspeki(e) an sowie den
Zusammenhang, in dem lhnen das Verfahren
begegnet ist.

b)  Manchmal interessiert das Langzeitverhalten bei
Populationsprognosen. Wie haben Sie Prognosen
fiir die weite Zukunft ... Vergleichen Sie die bei-
den Rechenwege.

c) Es gibt Funktionen mit Elementen in der Defini-
tionsmenge, die abgebildet sich selbst ergeben,
also f(x) = x. ...

Aufgabe 9

Die beiden Aufgaben sind fiir das a)
Lésen mit der Hand gedacht. Dabei

muss die ,Dreiecksmatrix“ nicht

wirklich so aussehen.

b)

Aufgabe 10

Je groRer Atomkerne sind, desto mehr Neutronen a)
brauchen sie als ,Kitt’, um die sich abstoRenden Proto-

nen zusammenzuhalten. Der Zusammenhang zwischen
Kemladungszahl (Protonenzahl) Z und Neutronenzahl

N I&sst sich néherungsweise durch ein Polynom 3.

Grades beschreiben: N (Z)=a,Z+a,Z* +a, Z°.

N wird beschrieben als Funktion von Z, die Variable b)
heilt hier statt x also Z.

a) Berechnen Sie a,, a,, a, so, dass der Graph von N
die Punkte Ne(10/10), Zr(40|50) und
Fm(100| 157) enthalt.

b)  Priifen Sie die Qualitat des oben beschriebenen
Modells fiir den Zusammenhang von N und Z.

G2 - Lésungsvorschlage

Der Ansatz X = L - X fuhrt auf ein lineares Gleichungssystem,
z.B.:

X4 Ly iz Lig) (X P (= 1) X+l Xyt g X5 =0
Xo| = |l lo bs|| Xo| = 11 (3= 1) X+ Ly Xyt g X5 =0
X3 g 132 lys) | X I (3= 1) X+ b3y Xp+ gy %, =0

Da L bekannt ist, entscheidet die Losbarkeit des Systems Uber
die Existenz eines oder mehrerer Fixpunkte. Der Nullvektor
erflllt trivialerweise den obigen Ansatz stets, ist jedoch im
Sachkontext Populationsmodelle trivial.

Diese Teilaufgabe kann auch in Aufgabe 19 integriert werden.

2 -3 5[32) oq (2 -3 5/32 2 -3 532
5 2 -4/-5| —> |19 0 2|65 —> |19 0 2|65
7 -1 3l35) 31 {19 0 4l73) "o o 2|8

Die Lésung ist jetzt ablesbar: 2x; = 8 bedeutet x; = 4.
Eingesetzt in Il ergibt sich 19x, = 65 - 8 = 57 = x, = 3. Einge-
setzt in | folgt 6-3x, + 20 = 26-3x, = 32 = 3x,=-6, also x,=-2
und damit L = {(3|-2]4)}.

2 1 3y 4 (2 1 13 2 1 -1|3
35 -41| —>|5 -1 o[11|—>|5 -1 0|11
4 -3 2[2/2M 4y 4 ol5)" M6 0 0l-6

Wegen der Dreiecksform gibt es jetzt eine Lésung: x, = - 1.
Eingesetztin Il folgt -5 - x, =11 = x, = - 16.

Aus | folgt damitx; = -2 - 16 - 3 = -21.

DamitistL = {(-1]-16]-21)}

Es sind die drei Gleichungen (mit den drei Variablen a,, a, und
az) zu lésen: N(10) = 10 A N(40) = 50 A N(100) = 157. Das Er-
gebnis von Derive wird geeignet gerundet, sodass folgt

N(Z) = 0,903333 Z + 0,01 Z% - 0,000033 Z>.

Eine Méglichkeit zur ,Qualitédts“-Uberpriifung kann z.B. dadurch
geschehen zu lberpriifen, wie gut die Ndherung bei verschie-
denen Elementen ist.
Dazu liegt ein Excel- bzw. Quattro Pro-Arbeitsblatt vor
@/ mit zugehdérigem Lésungsvorschlag, zu a) ent-
sprechend eine Derive-Datel.

Aufgabe 11 Diese Aufgabe ist Teil der Abituraufgabe 20.

In einem Chemieunternehmen wird die Leitung einer
Abteilung von einem neuen Mitarbeiter iiberommen. @)
Die Abteilung produziert fliissige Waschmittel, die
Produktion liegt derzeit bei taglich 10 Tonnen und sollte
nach Ansicht des neuen Abteilungsleiters erhoht wer-

den. Die Firmenleitung wiinscht von ihm eine Auskunft

uber die zu erwartenden Produktionskosten und Gewin-

ne. Der Abteilungsleiter wirft einen Blick in die Produk-
tionsunterlagen und findet folgende Daten.

produzierte Menge verursachte Kosten

(in Tonnen) in GE (Geldeinheiten)
2 600
10 1272

18 1944

Das kann graphisch geschehen und auf verschiedene Arten
rechnerisch. Eine einfache Méglichkeit besteht hier darin, mit
der Steigung zu argumentieren:

Steigung von (2|600) nach (10]1272): 672 auf 8 in x-Richtg.
Steigung von (10|1272) nach (18|1944): 672 auf 8 in x-Richtg.
Die Steigung ist also in beiden Abschnitten gleich, also liegen
sie auf einer Geraden.

Zur Berechnung der Geradengleichung siehe zugehoérige
Derive-Datei G2-11L.dfw.



G2 - Lésungsvorschlage

b)

Es wird eine Skizze fiir den ungeféh-
ren Verlauf erwartet, bei der die
Punkte nicht einfach durch Strecken
verbunden werden.

Man hat 5 Informationen zur Verfi-
gung, aus denen ein Polynom maxi-
mal 4. Grades bestimmt werden

J__r—’

=

kann. Es ist dann folgendes Gleichungssystem zu l6sen:

16 8
625 125 256 5

4 21

1

10000 1000 100 10 1
1

1

600
1047
1272
1944

2472

104976 5832 324 18
160000 8000 400 20

Die Berechnung mit der Hand wére hier sehr fehleranféllig. Im
Abitur ohne GTR bzw. CAS wiirde daher eine solche Teilauf-

gabe nicht gestellt.

Die Aufgabenstellung ldsst als Antwort die Gesamtarbeitszeit

Als Lésung erhalt man
folgendes Polynom 3.
Grades:

K(x) =
x3 - 30x%2+ 320x + 72

oder die nach Téatigkeiten aufgeteilte zu. Jedenfalls fiir die 2.
Variante wird das Rechnen mit Vektoren sinnvoll genutzt:

Arbeitszeiten in Minuten fir die drei Artikel B, K und F. Die Rei-

henfolge der Tatigkeiten sei wie in der Tabelle:

B =(20|10/5), K =(50/5|15) und F = (40|15|8).

Dann ist die (differenzierte) Arbeitszeit fir den Auftrag
20-B+15-K+8-F =(1470]395|405), also fir

Schneiden
Schrauben 395 Minuten = 6 h 35 min
Verpacken 405 Minuten =6 h 45 min
Gesamt: 2270 Minuten = 37 h 50 min.

Die Stunden miissen in Minuten umgerechnet werden, die Ta-

1470 Minuten = 24 h 30 min

und

belle ,richtig”in das Gleichungssystem (berfiihrt werden:

Da 60-(60(18[16) = (3600|1080|960),
20 50 40 | 3600

10 5 15|1080| mit L = {(24|24|
5 15 10| 960

Bei der gegebenen Lage kénnen 24 Bettgestelle, 24 Kleider-

lautet das LGS

48)}.

schranke und 48 Frisierkommoden fertig gestellt werden.

(Siehe auch Aufgabe 14).
Die Derive-Datei mit Lé6sungsvorschla

gen heil3t G2-12L.dfw

Auch eine Standardaufgabe, bei der sie Schwierigkeit darin be-
steht, die gegebenen Daten korrekt zum Gleichungssystem zu

kombinieren. Ist das System gefunden, ist dies auch leicht mit der

Hand lésbar:

Das gesuchte Gleichungssystem lautet und ergibt:

12325 5 (1 2 3|25 12 3|25
314(25(—>|0 5 5|50 >0 5 5 |50
2.1-11 11+5-
252|580 0 -14]0 0 0 25|50

Es kdnnen 2 ME der Ostereier-Sorte XXL, 8 ME der Sorte XL und

3 ME der Sorte L produziert werden

Fortsetzung Aufgabe 11

a) Derneue Abteilungsleiter sieht hier einen linearen
Zusammenhang. Bestatigen Sie diesen Zusam-
menhang.

b)  Beieinem genaueren Blick in die Unterlagen fin-
det der Abteilungsleiter zusétzliche Daten:

produzierte Menge verursachte Kosten

(in Tonnen) in GE (Geldeinheiten)
5 1047
20 2472

Man sieht mit bloRem Auge, dass der lineare
Ansatz aus Aufgabenteil a) offenbar doch nicht
zutrifft. Skizzieren Sie einen méglichen und sinn-
vollen Graphen durch diese 5 Punkte. Berechnen
Sie den zugehdrigen Funktionsterm der Kosten-
funktion.

Aufgabe 12

Eine Mébelfabrik stellt Schlafzimmer-Mébel zum
Selbstaufbau her, die aus beschichteten Spanplatten
bestehen. Jedes Bauteil wird zunéchst von einer Com-
puter gesteuerten Maschine zugeschnitten, die zugleich
eventuell nétige Bohrungen vornimmt, dann werden
Teile aus Kunststoff oder Metall beigefiigt, die zur
Verbindung nétig sind, und zum Schluss werden die
(hoffentlich) richtigen Bauteile verpackt. Die drei be-
schriebenen Arbeitsgange werden nun kurz Schneiden,
Schrauben und Verpacken genannt.

Die folgende Tabelle zeigt die Zeiten fiir jeden Arbeits-
vorgang an, bezogen auf Bettgestell, Kleiderschrank
und Frisierkommode:

Zeitaufwand in Minuten

Artikel
Schneiden |Schrauben | Verpacken
Bettgestell 20 10 5
Kleiderschrank 50 5 15
Frisierkommode 40 15 10

a)  Kurzfristig kommt der Auftrag eines Kunden, 20
Bettgestelle, 15 Schranke und 8 Kommoden zu
liefern. Wie viel Arbeitszeit muss die Firmenleitung
einplanen?

b)  Wegen einer Grippe-Epidemie sind einige Mit-
arbeitrinnen und Mitarbeiter erkrankt. Daher ste-
hen nur 60 Stunden fiir Schneiden, 18 fiir Schrau-
ben und 16 fiir Verpackung pro Arbeitstag bereit.
Wie viele Artikel kann der Betrieb unter den ge-
nannten Umstanden maximal pro Tag herstellen?

Aufgabe 13

Fur die Herstellung der Ostereier L, XL und XXL sind
die Materialien Schokolade, Marzipan und Triiffel
erforderlich. Der Materialverbrauch pro Mengeneinheit
Eier ist in der folgenden Tabelle aufgefiihrt (in ME):

Schokolade | Marzipan Triiffel
L 1 3 2
XL 2 1 5
XXL 3 4 2

Der Betrieb verfligt tiber 25 ME Schokolade, 25 ME
Marzipan und 50 ME Triiffel.

Wie viele Mengeneinheiten der drei Ostereier-Sorten
kann die Herstellerfirma produzieren?
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Aufgabe 14

In den Aufgaben 12) und 13) hatten die Gleichungs-
systeme mit dem Ansatz des ,restlosen Aufbrauchens*
jeweils eine ganzzahlige Ldsung. In der Realitat ist es
aber zumeist nicht so, dass etwa gelagerte Rohstoffe
vollig aufgebraucht werden miissen — im Gegensatz zu
vorhandene Arbeitsstunden, die verbraucht werden
sollten, so weit es eben moglich ist.

Andem Sie Aufgabe 12) oder 13) leicht ab, sodass sich
z.B. eine nicht ganzzahlige L6sung ergibt oder eine mit
negativen Komponenten und deuten Sie die Losung
konkret im Aufgabenkontext. Oder erfinden Sie eine
eigene Aufgabe mit einer entsprechend geénderten
Problemstellung.

Aufgabe 15

Ein Betrieb stellt in einer ersten Produktionsstufe aus
drei Bauteilen T,, T,, und T, vier Zwischenprodukte Z,,
Z,,Z,und Z, her. In der zweiten Produktionsstufe
werden aus den Zwischenprodukten dann drei End-
produkte E,, E, und E, montiert.

Der Materialverbrauch in Mengeneinheiten (ME) ist
dem folgenden Graphen zu entnehmen:

Zur Abwicklung eines Kundenauftrages wurden 7000
ME von T,, 5100 ME von T, und 5800 ME von T, ver-
arbeitet.

Ermitteln Sie, wie viele ME von den einzelnen End-
produkten E,, E, und E, von dem Kunden bestellt wor-
den sind.

G2 - Losungsvorschlage

Diese Aufgabe soll zur kritischen Betrachtung von Lésungsmodel-
len anregen, aber auch von Aufgabenstellungen.

In der Datei G2-14L.dfw sind Vorschlége fiir eine Anderung von
Aufgabe 12, die hier kurz angedeutet werden sollen:

Eine kleine Anderung der vorhandenen Arbeitszeiten fiihrt zwar auf
eine nicht ganzzahlige Lésung, die aber durch Rundung (und even-
tuell probieren) optimiert werden kann, d.h. die vorhandenen Stun-
den werden weitgehend ausgenutzt.

Eine gréBere Anderung fiihrt zu einer Lésung mit negativen Kom-
ponenten. Andererseits kann das nicht bedeuten, dass unter die-
sen Bedingungen gar nicht produziert werden kann. Z.B. durch
probieren, mit Hilfe von Ungleichungen, ... kann eine mégliche L&-
sung gefunden werden. Diese kann man gegebenenfalls noch ver-
bessern, vielleicht optimieren.

Haben Schiilerinnen oder Schiiler V4 (Lineare Optimierung) in der
Vorstufe behandelt, kbnnen diese hier mit L6sungsstrategien hel-
fen.

Die Frage, ob es denn véllig gleichgiiltig ist, wie viel von den ein-
zelnen Produkten hergestellt wird oder ob die Produkte véllig unter-
schiedlich nachgefragt werden, wird sich vielleicht auch stellen.
Und damit neu: Was ist optimal?

Diese Aufgabe ist Teil der Abituraufgabe 21.

Benotigt wird die Matrix TE, welche die Anzahl der benétigten Bau-
teile T pro Endprodukt E beschreibt. Sie erhalt man als Produkt
aus den entsprechenden Matrizen TZ und ZE:

420
2122 22 12 20

0 44
TE=3201-32 =116 14 12
4020 22 12 8

4 0 4

Zu I6sen ist damit das lineare Gleichungssystem

22 12 20| 7000
16 14 12 |5100| mitL = {(200(50(100)}.
22 12 8 | 5800

Der Kunde hat also 200 ME vom Endprodukt E, bestellt, 50 ME
vom Endprodukt E, und 100 ME vom Endprodukt E;

Mengeneinheiten miissen nicht zwingend ganzzahlig sein..
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a)

b)

Es gibt 4 Rohstoffe, 3 Zwischen- und 3 Endprodukte:

R, R, R, R,

Die Rohstoff-Endproduktmatrix RE ist wieder Produkt der Ma-
trizen RZ und ZE, also

1730 26 31 7
2 1 4
06 60 64 10
RE = 18 10 1] =
202 16 6 12
6 2 2
131 32 33 9

Die Lésung berechnet sich durch Multiplikation
RE - (150/200(250)" = (11.850(|24.300/6.600|13.650)

Aufstellen des Gleichungssystems:
Seien
z, = ME vom Zwischenprodukt Z,,
e, = ME vom Endprodukt E;,
e, = ME von E, und
Z = (75|z,/100),
E = (e4]e,/12),
dannist zu l6sen ZE - E = Z, also

| 2e, + e, + 48 = 75
I 8e, + 10e, + 12 = 2z, e, =11,e,=5,2,=150.

Il 6e, + 2-e, + 24 = 100

Da das Gleichungssystem eindeutig I6sbar ist, lassen sich die
Zwischenproduktbestande vollstandig durch diese Produktion
verarbeiten. Dabei werden 11 ME von E, und 5 ME von E, pro-
duziert, sofern das Werk A 150 ME von Z, liefern kann.

Die Bevdlkerung jeder der drei Regionen ist in genau drei

Gruppen eingeteilt: Gruppe 1: Abwandernde zur Alternative 1,
Gruppe 2: Abwandernde zur Alternative 2, Gruppe 3: Bleiben-
de. Zusammen sind das 100 % der Bevdlkerung jeder Region.

Bei dieser Aufgabe ist der schwierigste Teil wieder das korrek-
te Aufstellen der Matrix. Diese wird mit dem ,Bevélkerungsvek-
tor“ multipliziert und man erhélt die Bevilkerungszahlen ein
Jahr spéter.

Wenn die Schiilerinnen und Schiiler mit einem CAS arbeiten
kbnnen, sollten sie die Prognosen auch ausrechnen.

Aufgabe 16

Ein Betrieb der Getrankeindustrie produziert in zwei
Werken an verschiedenen Standorten Fruchtséafte.

Im Werk A werden aus vier Rohstoffen R, R,, R, und
R, drei Zwischenprodukte Z,, Z, und Z, hergestellt.

Im Werk B werden aus den Zwischenprodukten dann
die drei Endprodukte E,, E, und E, gefertigt.

Der Materialfluss in Mengeneinheiten (ME) ist durch die
beiden folgenden Tabellen gegeben:

Werk A: Rohstoffeinsatz
R~>2Z z Z
1

N

w

1 2

NN O

0
2

X0 DD

s

w o o w

1

Werk B: Zwischenprodukteinsatz

Z-E E, E, E,
z 2 1 4
Z, 8 10 1
z, 6 2 2

a) Stellen Sie die durch die beiden Tabellen gegebe-
nen Verflechtungen mit einem Graphen dar.

b)  Ermitteln Sie, wie groR} der Vorrat an den einzel-
nen Rohstoffen sein muss, damit von den End-
produkten die folgenden ME hergestellt werden
kénnen: 150 ME von E,, 200 ME von E, und 250
ME von E,.

c)  Durch technische Stérungen im Produktionsablauf
in Werk A kann zur Zeit nur Zwischenprodukt Z,
hergestellt werden. Erschwerend kommt hinzu,
dass sich wegen Renovierungsarbeiten in den
Lagerrdumen des Werkes B nur geringe Bestén-
de an Zwischenprodukten befinden, namlich die
Zwischenprodukte Z, mit 75 ME und Z, mit 100
ME.

Ein Kunde bestellt kurzfristig 12 ME von Endpro-
dukt E,. Dem Kundenwunsch entsprechend wer-
den nun genau die 12 ME von E, produziert, wo-
bei aber produktionsbedingt auch die beiden an-
deren Endprodukte E, und E, (nach obiger Tabel-
le) hergestellt werden.

Zeigen Sie, dass sich die oben genannten Zwi-
schenproduktbestande vollstandig durch diese
Produktion verarbeiten lassen, und bestimmen
Sie, wie viele ME der Endprodukte E, und E, da-
bei hergestellt werden kdnnen und wie viele ME
des Zwischenprodukts Z, das Werk A dann liefern
muss.

Aufgabe 17

Die Abbildung zeigt den durch Umzug bedingten Bevol-
kerungsaustausch zwischen drei Regionen A, B und C

in Anteilen bzw. Wahrscheinlichkeiten jeweils innerhalb
eines Jahres. Eingetragen sind dazu die Einwohnerzah-
len der Region in Tausend zu Beginn der Modellierung.

a) Begriinden Sie, warum die Summe der von einer
Region ausgehenden Anteile stets 1 ergeben
muss.

b)  Berechnen Sie, wie viele Menschen nach einem
Jahrin den Regionen gemaR dem Modell jeweils
leben, und begriinden Sie |hr Vorgehen.

Ermitteln Sie einen Rechenweg fiir eine Prognose
nach 2, 3, 10 bzw. n Jahren.

11
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Fortsetzung Aufgabe 17

c) Falls Sie in b) mit einem Computerprogramm
gerechnet haben, variieren Sie die Anteile und
interpretieren Sie die Auswirkungen.

0,4 A 0,2 B 0,2
100 04 |50
0,4 0,4
C
0,1 0,3
50
0,6
Aufgabe 18

c)

Spétestens die vorhergehende Aufgabe macht deutlich, *

dass auch Wachstumsmodelle (hier Bevolkerungswan-
derung) als mehrstufige Prozesse bzw. lineare Ver-
flechtungen angesehen werden kénnen. Die Modellie-
rung mit Matrizen in der hier besprochenen Weise ist
offenbar recht vielfaltig einsetzbar.

Sie haben ja schon einige Wachstumsmodelle kennen
gelernt.

Erlautern Sie Unterschiede und Gemeinsamkeiten im
Vergleich zu dem hier entwickelten Modell.

Ist eines der Wachstumsmodelle, die Sie friiher kennen
gelernt haben, auch unter anderen Kontexten einsetz-
bar?

G2 - Lésungsvorschlage

Die Bevolkerungszahlen in den 3 Regionen nach einem Jahr:

04 04 01 100 65) Da die Zeile der Matrix jeweils
die Anteile enthalt, die in ihrer

02 02 03] 50| =45 Region bleiben und die aus den

04 04 0,6 50 90/ anderen beiden hinzu kommen,
ergibt Matrix-Zeile

mal Bevdlkerungsvektor die Anzahl der Bewohner nach einem

Jahr in der Region, die zur Zeile gehort.

In A leben nach einem Jahr laut Modell daher 65 Tausend, in B

45 Tausend und in C 90 Tausend Einwohner.

0,4 0,4 0,1)"(100) Die Berechnung der Prognosen nach
2, 3,10 bzw. n Jahren geschieht nach
02 02 03] - 50 immer dem gleichen Muster, jeweils
04 04 0,6 50 ) fur den Exponenten die gewiinschte
Zahl eingesetzt.
Es zeigt sich, dass laut Modell langfristig A und C ihre Bevdlke-
rungszahlen tauschen.

Nach a) ist bei der Variation darauf zu achten, dass die Summe
der Spalten 1 bleiben muss. Ein Beispiel siehe Derive-Datei
G2-17L.dfw .

Zum einen soll deutlich werden, dass das hier behandelte
Wachstumsmodell auch als mehrstufiger Prozess angesehen
werden kann, diese Art der Modellierung mit Matrizen also als
recht vielseitig erscheint.

Zum anderen bietet es sich an, dieses Wachstumsmodell mit
bereits behandelten Wachstumsmodellen zu vergleichen (dis-
kret — kontinuierlich, begrenzt — unbegrenzt, differenziert nach
Altersstufen — keine Unterscheidung, ...).

Da lineare Funktionen recht hédufig in verschiedenen Kontexten
auftauchen (zuletzt z.B. bei der Differentialrechnung), ist klar,
dass es sich um ein vielseitiges Modell handelt. Zumindest fiir
die Schulmathematik diirften &hnliche Uberlegungen hinsicht-
lich der Exponentialfunktion schwierig sein.

. Losungsvorschlage zu den Abituraufg

Auf den folgenden Seiten sind Lésungsvorschlage fir die Abituraufgaben abgedruckt, nicht jedoch die
Aufgaben selbst. Sie nehmen jeweils eine Seite ein, enthalten also nur teilweise Zwischenschritte.

Die Losungsvorschlage sind auch dazu gedacht, sie an Schilerinnen und Schiler auszuteilen. In dem
zugehorigen Lernheft sind die Losungen nicht enthalten.



G2 - Lésungsvorschlage fur Abituraufgaben

19. Aufgabe Vegetation (ohne CAS)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

0,01 0,02 0,5 0.2 v; beschreibt den Anteil der Flache, die Pflanzen aus Klasse i bede-
099 O 0 0 | cken, derverbrenntund daher das Wachstum junger Pflanzen beglns-
= tigt, also nach 10 Jahren zur Klasse 1 gerechnet wird. Daher stehen
0O 098 0 0 diese Zahlen in der 1. Zeile der Matrix, aus der ja die Flache zu Klasse
0 0 0,5 0,8) 1nach 10 Jahren berechnet wird.

n; beschreibt den Anteil der Flache, den Pflanzen aus Klasse i bedecken und der nicht verbrennt.
Daher gehort er nach 10 Jahren zur Klasse i+1 (i < 4) bzw. verbleibt in Klasse 4. So stehen n; firi= 1,
2 und 3 in Zeile i+1, mit der ja die Flache von Klasse i+1 berechnet wird. In Zeile 4 kommt noch n,
hinzu, da dieser Anteil von Pflanzen in Klasse 4 verbleibt.

Jede Klasse wird unterteilt in zwei Anteile: Der verbrennende Anteil und der nicht verbrennende Anteil.
Beide machen 100% aus, also 1.

Sei X, = (302|284 |314|1100)". Dann ist die Population nach 10 Jahren X, = L - X,
0,01 0,02 0,5 0,2 302 386

099 0 O0 O 284 209
0O 09 0 O 314 278
0 0 05 08) \1100 1037

Q

Langfristig streben in diesem Modell die FlachengroéfRen jeweils gegen feste Werte:

Die Gesamtflache bleibt nach Vorgaben der Aufgabe unverandert 2000 km?, und da die Zeilen der
Matrix jeweils gleiche Elemente enthalten, ergeben sich jeweils immer dieselben Anteile an der Ge-
samtflache:

Anteile der Klassen 1 und 2 ~ 0,185 - 2000 = 370 km?,
Anteil der Klasse 3 ~ 0,18 - 2000 = 360 km?
Anteil der Klasse 4 ~ 0,45 - 2000 = 900 km?2.

Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, z.B.

Xis1 = f(X;) = L-X, und D; = Menge aller Vektoren mit vier Komponenten = Zielmenge.
g(t)=L" X, (fur konstante Anfangspopulation X;) mit D; = IN, Zielmenge wie oben.
Die 2. Darstellung eignet sich eher zur Darstellung von Langzeitprognosen:

Population nach 50 Jahren:

1. Darstellung: Xs = f(X,) = f(f(X3)) = f(f(f(X;))) = f(F(f(f(X,)))) = F(F(F(F(f(Xo)))))
oder ab hier verbalisiert.
2. Darstellung: Xs=g(5) = L% X,.

1 0,02 0,02 0,07)Die Prozentanteile flir's Abbrennen stehen in Zeile 1, m;; = 1, da Klasse
1 nicht abgebrannt wird, also unverandert bleibt.
M = 009 O 0 In den restlichen Zeilen steht der entsprechende Anteil, der nicht abge-
0O O 098 0 |[branntwird,inderDiagonalen, die zugehdrige Klasse verkleinert sich
entsprechend.
0o 0 0 083"
M-(L-X;) beschreibt den kompletten Vorgang: X;,; = L-X; liefert die FlachenmaRe durch spontane Bran-
de, X,., = M -X,,4 schlieRlich die sich durch gewolltes Abbrennen daraus ergebenden Flachen: X, =
M Xy =M (L X))
Die Reihenfolge ergibt sich aus dem Aufgabentext.



G2 - Lésungsvorschlage fur Abituraufgaben

19. Aufgabe Vegetation (mit CAS)

a)

b)

c)

d)

e)

0,01 0,02 0,5 0.2 v; beschreibt den Anteil der Flache, die Pflanzen aus Klasse i bede-
099 O 0 0 | cken, derverbrenntund daher das Wachstum junger Pflanzen beglns-
= tigt, also nach 10 Jahren zur Klasse 1 gerechnet wird. Daher stehen
0O 098 0 0 diese Zahlen in der 1. Zeile der Matrix, aus der ja die Flache zu Klasse
0 0 0,5 0,8) 1nach 10 Jahren berechnet wird.

n; beschreibt den Anteil der Flache, den Pflanzen aus Klasse i bedecken und der nicht verbrennt.
Daher gehort er nach 10 Jahren zur Klasse i+1 (i < 4) bzw. verbleibt in Klasse 4. So stehen n; firi= 1,
2 und 3 in Zeile i+1, mit der die Flache von Klasse i+1 berechnet wird. In Zeile 4 kommt noch n, hinzu,
da dieser Anteil von Pflanzen in Klasse 4 verbleibt.

Jede Klasse wird unterteilt in zwei Anteile: Der verbrennende Anteil und der nicht verbrennende Anteil.
Beide machen 100% aus, also 1.

Sei X, = (302|284\314|1100)T. Dann ist die Population nach 10 Jahren
X; =L - X, nach 20 X, = L%+ X,, nach 50 X5 = L°- X, oder auch X, =L - X, ..., Xs = L - X,.

0,01 0,02 0,5 0,2) ( 302 386 0,01 0,02 0,5 0,2)° ( 302 368,5
" o 099 0 O0 O . 284 N 209 o 099 0 0 O . 284 N 378,1
1 0O 09 0 O 314 278 ° 0 098 0 O 314 340,9
0 0 05 08) \1100) \1037 0 0 05 08 1100/ {912,3

Geht man z.B. von einem konstanten Anfangsvektor X, der Flachenmale aus, ist eine mdgliche
Funktion: f(t) = L' X, mit D; = IN und Zielmenge = {(X;;X5X3;X,) | X; € IR+}.
Prognose (in 50 Jahren) = f(5) = L° X, Es gibt noch andere Darstellungsmdéglichkeiten.

Interpretation z.B.:

Ab etwa der 20 Taktrate scheinen sich die Werte bei (371|368|360|901) zu stabilisieren.

Die Lésung kann mit Berechnung der Population, aber auch mit Hilfe der Matrix ermittelt werden.
Die verwendete Strategie sollte beschrieben werden und worauf sich die Interpretation griindet, also
z.B. fiir welche Taktraten die Daten vorliegen.

Geanderte Matrix unter der Annahme, dass das Abbrennen in einen Zeittakt integriert ist:
0,01 0,02 0,5 0,256

099 0 O 0
0O 098 O 0
0 0 05 0,744

Langfristige Auswirkungen sind eine deutliche (und relativ schnelle) Verringerung des Flachenanteils
von Klasse 4 bei gleichzeitiger Zunahme der Flachenanteile der librigen Klassen, etwa relativ zu ihren
bisherigen Gr6Ren. Das Abbrennen bewirkt also im vorliegenden Modell, dass sich die Brandgefahr
schon in einigen Jahrzehnten verringert.

Modellierung des Abbrennens auch als eigensténdige Matrix méglich, sodass das Abbrennen am
Ende oder zu Beginn eines Zeittaktes ausgefiihrt wird. Siehe die Aufgabe 19 ohne CAS.



G2 - Lésungsvorschlage fur Abituraufgaben

20. Aufgabe Chemieunternehmen

a) Das kann graphisch geschehen und auf verschiedene Arten rechnerisch. Eine einfache Méglichkeit
besteht hier darin, mit der Steigung zu argumentieren:
Steigung von (2|600) nach (10]1272): 672 auf 8 in x-Richtung
Steigung von (10|1272) nach (18|1944): 672 auf 8 in x-Richtung.
Die Steigung ist also in beiden Abschnitten gleich, also liegen sie auf einer Geraden.

b) Es wird eine Skizze fiir den ungefihren Verlauf erwartet, 510
bei der die Punkte nicht einfach durch Strecken verbun-
den werden. 400
Man hat 5 Informationen zur Verfligung, aus denen ein
Polynom maximal 4. Grades bestimmt werden kann. Es 000
ist dann folgendes Gleichungssystem zu I6sen:
16 8 4 2 1] 600 s3 /
625 125 25 5 11047 200
10000 1000 100 10 1 |1272 /‘/
104976 5832 324 18 1|1944 =0 /
160000 8000 400 20 1 |2472 400
Als Losung erhalt man folgendes Polynom 3. Grades: 0

1 3 5 7 8 11 13 15 17 19
K(x) = x® - 30x%+ 320x + 72

Die Berechnung mit der Hand ist hier sehr fehleranféllig. Im Abitur ohne GTR bzw. CAS wiirde daher
eine solche Teilaufgabe nicht gestellt.

c) K’'(x)=3x2- 60x + 320 < 0 hat keine reelle Lésung. Folglich hat K keine Extremstellen.
Dies bedeutet, dass K als kubische Funktion mit positivem Leitkoeffizienten streng monoton wach-

send ist. Dies ist charakteristisch fiir die betriebliche Kostenentwicklung, da die Erhéhung der Produk-

tionsmenge x stets mit erh6hten Kosten K(x) verbunden ist.

d) Die Gleichung der Erldsfunktion lautet E(x) = -5x - (x - 66) = -5x? + 330x.
Hierbei handelt es sich um die Gleichung einer quadratischen Funktion mit den Nullstellen x, = 0 und
X, = 66. Da bei einer quadratischen Funktion die Nullstellen symmetrisch zur x-Koordinate des Schei-

telpunktes liegen und der Graph der Erlésfunktion E eine nach unten gedffnete Parabel ist, besitzt die

Erlésfunktion somit ein Maximum mit positivem Funktionswert an der Stelle x = 33.
Zuldssig, aber weniger elegant ist die Berechnung der Extremstelle mit Hilfe der Ableitungen.

e) G(x)=E(x) - K(x) = -x®+ 25x? + 10x - 72. Hieraus erhalt man G’(x) = - 3x? + 50x + 10.

Der Ansatz G’(x) £ 0 fihrt zu den beiden Losungen x, = 2—35—%\/655 und x, = 2—:+%\/655

Fur die gesuchte Maximalstelle kommt wegen x > 0 nur die Stelle x, = 16,86 in Frage. Aus dem typi-
schen Verlauf einer kubischen Funktion mit negativem Leitkoeffizienten schlieRt man, dass ein Maxi-
mum nur bei x, = 16,86 liegen kann.

Oder: Die Uberpriifung an Hand der zweiten Ableitung der Gewinnfunktion ergibt:
G”(x) = -6x + 50 und G"(x,) < 0.

Somit wird der Gewinn bei der Produzierten Menge x, maximal, der Gewinn betragt etwa 2410,47 GE,

denn G(x,) = 2410,72.

f) Unter der Annahme einer ganzrationalen Funktion 3. Grades als Kostenfunktion erhalt man den maxi-

malen Gewinn bei einer Produktion von knapp 17 Tonnen Waschmittel. Der neue Abteilungsleiter hat
also Recht mit seiner Forderung, die Produktion misse erhéht werden.



G2 - Lésungsvorschlage fur Abituraufgaben

21. Aufgabe Kalkulation

a)

b)

c)

Ermitteln des Bestellvolumens:
Benotigt wird die Matrix TE, welche die Anzahl der benétigten Bauteile T pro Endprodukt E beschreibt.
Sie erhalt man als Produkt aus den entsprechenden Matrizen TZ und ZE:

420
2122 22 12 20
0 4

4
TE={3 20 1] =16 14 12
324
4020 22 12 8
4 0 4

22 12 20 | 7000
Zu l6sen ist damit das lineare Gleichungssystem | 16 14 12 | 5100| mit L = {(200|50|100)}.

22 12 8 | 5800

Der Kunde hat also 200 ME vom Endprodukt E, bestellt, 50 ME vom Endprodukt E, und 100 ME vom
Endprodukt E;

Gesamtkosten K des Kundenauftrags:
Diese setzen sich zusammen aus den Herstellungskosten H; fir die Zwischenprodukte und den
Fertigungskosten F fir die Endprodukte: K =H, + F¢

420 900
200
044 600
Fir die Kundenbestellung bendtigt man -1 50 | = Zwischenprodukte, die Kosten
324 1100
100
4 0 4 1200

ergeben sich daher aus (13|32,5/26|19,5) - (900|600(/1100|1200) = 11.700+19.500+28.600 +23.400,
also H, = 83.200.

F:=(20|10|27) - (200|50|100) = 4.000 + 500 + 2.700 = 7.200.

Hieraus ergibt sich fir die Gesamtkosten K des Auftrages an GE: K = 83.200 + 7.200 = 90.200.

Der Mindestverkaufspreis fur alle drei Endprodukte muss wenigsten die Kosten decken: Es werden
350 ME Endprodukte verkauft, also pro ME K/350 = 258,28571..., gerundet 259.

Der zugehdrige Mindestverkaufspreis fir alle drei Endprodukte betragt 259 GE, damit der Betrieb
keinen Verlust macht.

Nachweis des Mengenverhaltnisses:
Die Absatzmenge von E, sei gleich t, dann gilt gem&R des vorgegebenen Mengenverhéltnisses von
3t:t:2t, dass die Absatzmenge von E, gleich 3t und von E; gleich 2t betragen muss.

22 12 20) (3t) (118t
Daraus ergibt sich als Bedarf fiir die Bauteile | 16 14 12|-| t [=[ 86t |,
22 12 8) (2t 94t

das Mengenverhaltnis der bendtigten Bauteile ist also 118t : 86t : 94t.

Beschaffung der Bauteile:

Nach der vorherigen Rechnung muss gelten 118 t=17.700 = t = 150.

Hieraus ergibt sich, dass von den Bauteilen T, 12.900 ME und von T4 14.100 ME beschafft werden
mussen. An Endprodukten kénnen 450 ME von E,, 150 ME von E, und 300 ME von E; hergestellt
werden.

Aus den Herstellkosten pro ME der Zwischenprodukte ist zu erkennen, dass die eingesparte ME des
Zwischenproduktes Z, eine Kostenersparnis von 32,5 GE erbringt. Die Verdreifachung der Fertigungs-
kosten pro ME des Endproduktes E, von 10 GE auf 30 GE fuhrt zu Mehrkosten von 20 GE. Die Mehr-
kosten reduzieren die Kostenersparnis zwar, aber es ergibt sich doch eine Ersparnis von 12,5 GE pro
ME von E,. Der Vorschlag ist somit positiv zu beurteilen.



