B Matrizen und Vektoren als Datenspeicher 1

Aufgabe Possum-Population

Grundlage fir diese Aufgabe ist das Populationsmodell einer speziellen Possum-Art, wie
es ab Seite 5 im G2-Lernheft beschrieben wird.

Projektaufgabe

a) Vergleichen Sie dieses Populationsmodell mit den Ihnen bekannten Wachstums-
modellen aus der Analysis.

b) Versuchen Sie, obiges Populationsmodell mit einer geeigneten Funktion zu beschrei-
ben.

Aufgabe Kaninchen

Der erste Teil der folgenden Aufgabe stammt aus dem , Liber abaci” (1202), verfasst von LEONARDO
VON PISA, besser bekannt unter FIBONACCI. Dort steht:
~Jemand setzte ein Kaninchenpérchen in einen gewissen Ort, der allseits mit Wénden umgrenzt
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war. Man wiinscht zu wissen, wie viele Nachkommen dieses Paares in einem Jahr erzeugt werden.
Dabei seien sie so beschaffen, dass sie in jedem Monat ein neues Paar erzeugen; und ab dem
zweiten Monat nach ihrer Geburt sind auch die jungen fruchtbar.”

Frei Ubersetzt ist das etwa:

Ein erwachsenes Kaninchenpaar wirft pro Monat ein Paar Junge.
Das junge Paar ist nach einem Monat erwachsen, es wirft also nun ebenfalls pro Monat
ein Paar Junge.

Auftrag 1
Ermitteln Sie, wie viele erwachsene und junge Kaninchenpaare es nach einem

Jahr (nach n Monaten) gibt, wenn zu Beginn des Jahres ein erwachsenes Kanin-
chenpaar vorhanden ist und die Kaninchen nicht sterben.

Auftrag 2 (Eingriff von aufBen)
Ab dem 5. Monat sollen in jedem Monat vier erwachsene Kaninchenpaare ver-
kauft werden.
*  Andern Sie lhr Modell von Auftrag 1 entsprechend ab.
+  Uberlebt das die Population?
Experimentieren Sie mit der zu verkaufenden Anzahl von Kaninchenpaaren,
aber auch mit dem Startmonat.

Auftrag 3 (Langzeitverhalten)
Kenntnisse Uber das Langzeitverhalten, die direkt aus der Populationsmatrix
gewonnen werden kénnen, haben den Vorteil, die Auswirkungen von einzelnen
Verdnderungen sofort zu sehen.
Stellen Sie die Wertetabelle der erwachsenen und der jungen Kaninchenpaare in
einem x-y-Koordinatensystem dar. Was stellen Sie fest?
Versuchen Sie, lhre Erkenntnisse mit geeigneten mathematischen Mitteln zu
beschreiben.
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Lésungshinweise zur Projektaufgabe 1:
a) Vergleich der Populationsmodelle
Modelle der linearen Algebra Wachstumsmodelle der Analysis
* Unterteilung der Population in Altersstufen ¢ Entwicklung der Gesamtzahl wird mit stetiger
Dazu sind Kenntnisse zu den Ubergdngen Funktion beschrieben
zwischen den Stufen notwendig. e  Gesamtzahl zu jeder Zeit berechenbar
Diskrete Berechnung in Zeittakfen (, die oft * Beschreiben von Eigenschaften mit den Mit-
den Altersstufen entsprechen) :
) teln der Analysis
¢ Uberfohrung in Modell der Analysis prinzipiell
méglich
das stetige Modell basiert auf den Daten in
den vorliegenden Zeittakten
b) Beschreibung der Possum-Population mit geeigneter Funktion
(i) Probieren mit geeignet erscheinenden oo A
Funktionsklassen, z.B. Exponentialfunk- ——
tionen, Parabeln. b=
80001 VerwendstsFunklion:f)=084.15 4240
Beispiel mit f(x) = c - e? ** + q, wobei
a, b, ¢, d und e Uber Schieberegler ein-
stellbar sind (siehe dazu die Geogebra- ]
Arbeitsblatter Possum_exp1.ggb, Pos-
sum_exp2.ggb und Possum_par.ggb)
(i) Berechnen von Trendlinien in Excel T
(siehe Excel-Datei Possum.xls) S O R T TS S T TEME ZEM S S T
10000 10000
9000 y =717 83¢e /, 9000 Y =97 499% - 170,04% + 972 76 &
8000 / 8000 //
7000 / 7000 /
6000 / 6000 /
5000 5000
4000 // 4000 //
3000 3000
2000 / 2000 //
1000 1000 Je
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 : : : ‘ ‘
0 2 ¢ 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

Trendlinie exponentiell

(Siehe auch Derive-Datei ,,Possum.dfw”)

Trendlinie polynomisch
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Lésungshinweise zur Projektaufgabe 2:
(Dateien Kaninchen.xls und Kaninchen.dfw)
Auftrag 1
Entwicklung der jungen Tiere: J..1=E, 0 1
Entwicklung der erwachsenen Tiere: E...=E +J,
) ) 01 L 0
Populationsmatrix: M = -y Startpopulation: § = :
12
] 0 1|(0 1 0] 144
Population nach 1 Monat: . = ... nach 1 Jahr (12 Monaten): : =
1 1)1 1 1 233
Population nach n Monaten kann z.B. in Derive als Funktion definiert werden: f(n) = M" - §.
Die Tabelle gibt die Populationswerte bis zum 12. Monat an:
Jungtiere 0 1 1 2 3 13 | 21 | 34 | 55| 89 | 144
erwachsene Tiere 1 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55 | 89 | 144|233
Auftrag 2
Entwicklung der jungen Tiere: J..1=E,
Entwicklung der erwachsenen Tiere: E...=E +J, forne {0, 1,2, 3}
E...,=E +J, -4 firn>4
Verkauf ab 5. Monat von 4 Kaninchen — Population erholt sich wieder:
Jungtiere 0 1 1 2 3 5 4 5 5 6 7 9 12
erwachsene Tiere 1 1 2 3 5 4 5 9 12 | 17
Verkauf von 5 Kaninchen (mehr als die Hélfte) ab dem 5. Monat = Population Gberlebt dies nicht:
Jungtiere 0 1 1 2 3 5 3 3 1 > >
erwachsene Tiere 1 1 2 3 5 3 3 1
Auftrag 3
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Es sieht so aus, als ndherten sich die Punkte einer Ur-
sprungsgeraden. Die Gleichung dieser vermuteten
Asymptote erhdlt man z.B. néherungsweise durch den .
Punkt (144|233), ndmlich (gerundet) a(x) = 1,618 - x.
1 2 3 4 i & 10

Der rechts abgebildete Ausschnitt |dsst eine gute Kon- -1
vergenz erwarten.
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Was aber bedeutet es, wenn bis auf wenige Anfangspunkte die Populationsvektoren (fast) auf der Asymptote
liegen? Fur diese Vektoren (x|y) gilt danny = 1,618 x, jeder Vektor hat damit die Form x - (1|1,618). Daraus
folgt, dass die Anzahl der Jungtiere und der erwachsenen Tiere einem festen Verhdiltnis immer ngher kommt.
Obwohl die Populationszahlen Uber alle Grenzen wachsen, kann die Population in ihrem Langzeitverhalten
durch das feste Verhdlinis der beiden Altersgruppen zueinander charakterisiert werden.

Leistungskurs
Langzeitverhalten: Konvergenz - Prognose

Vektoren @, welche die Alterstruktur bereits erreicht haben, missen auf ein Vielfaches des Vektors (k - @)
abgebildet werden:

M-a=k-a.

Gibt es Lésungen fir diese Gleichung?

Sei @ =(a,|a,). Dann bedeutet obige Gleichung: | a,=k-a, und Il o +a,=k-a,

lin Il eingesetzt fuhrt auf a; + ka, = k? a, bzw. a, - (kK? - k- 1) = 0.

Die Komponente a, kann nach dem Ansatz nicht Null sein, also muss die Klammer Null werden:

ki, = 1 + LI 1= M Setzt man z.B. a, = 1, so folgt a, = k. Wir erhalten so zwei verschiedene Zahlen
227N 4 2

k mit je einem zugehdrigen Vektor:

1 1
Zu k, = % gehort der Vektor @, = | +/5 und zu k, = # gehort der Vektor @, = | q -/5]"
2 2

Da k, < O ist, spielen diese Zahl und der zugehérige Vektor fir die Altersstruktur zundchst keine Rolle.

Ist z.B. der Startvektor @, so kann die Population nach n Monaten einfach berechnet werden:

M -E, =M"-M-d)=M""(k;-d)=M"7- M- (k,-d) =M (k- 8)=..=k" @,

Diese Rechnung lief3e sich analog auch mit @, und k, durchfihren, auch wenn dies im Augenblick keinen Sinn
im Kontext der Population zu geben scheint.

Aber wann hat man schon ‘mal diesen Startvektor?

Jeder mégliche Startvektor kann als Element des IR? als Linearkombination der beiden Vektoren @, und &,
ausgedriickt werden, denn die beiden Vektoren sind offenbar linear unabhéngig: 8 = A @, + y a,.
>M"-S§=M"(Aa, +pad,)=M"(Aa,)+M"(ud,) =..=Ak"a, + ukya,.

Konvergenz:
Da k, ~ -0,6810, ist lim k, =0. Fir grofBe n gilt daher sogar M" - § = A k," @, (Fehlerberechnung Gber den

n- e

Betrag von Y k," @, méglich). 145
Es gibt also die oben vermutete Altersstruktur und die Asymptote hat die Gleichung a(x) = -x, gerundet
entspricht der Term dem oben angegebenen.

Prognose:

Fur den Startvektor 8 = (0] 1) istA = 1 und g = -—, denn
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Die Berechnung der Population nach n Monaten kann also auch mit Hilfe von %(%) | 1+y5
5 2

erfolgen (fir den Startvekior s = (0| 1) und n hinreichend grof3, z.B. n > 4).

Man kann natirlich auch noch auf den ,,Goldenen Schnitt” eingehen.



