Problem des Monats -

Mai 2023

Anhang

»Lichtschalter” zum Wenden
Schneide beide Tabellen aus, klebe sie aufeinander und schneide entlang
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gestrichelten Linien die ,Lichtschalter” aus.



Weiterfiihrende Aufgabenstellungen

Hast du das Problem geldést und das Muster erkannt? Was ware, wenn wir 1.000,
1.000.000 oder unendlich viele Lichtschalter hatten? Halt das Muster auch hier?
Versuche, einen mathematischen Beweis fiir deine Hypothese aufzustellen.

Lésungshinweis. Eine Maoglichkeit wére, mit einer Primfaktorzerlegung zu beginnen.
Alternativ kannst du auch versuchen, ein Programm (zum Beispiel Python) zu schreiben
und damit herausfinden, ob deine Hypothese bestétigt oder widerlegt wird.

Noch Lust, weiter zu knobeln? Stell dir das gleiche Problem vor, aber dndere die Regeln.
Wie &ndert sich dann die Losung des Problems?



Didaktische Hinweise:

Die Aufgaben a) — d) sind eine strukturierende Unterstitzung im Problemléseprozess. Es ist
auch moglich nur die Frage ,Welche Lichtschalter sind nach 100 Durchgédngen an und
warum?” zu stellen.

Die Aufgaben e) und f) beleuchten weitere Aspekte des Lichtschalter-Problems und kénnen
um die weiterfiihrenden Fragestellungen im Anhang erganzt werden.

Lésungen
a) individuelle Antworten

Im Folgenden sind die Ausgangslage und die ersten 29 Zilige dargestellt. Aulerdem findet
man unter den folgenden Links eine GIF-Animation bzw. ein Video mit allen 100 Zigen: GIF:
https://gifyu.com/image/SdyKp

Video: https://www.youtube.com/watch?v=6IC-gm _eVxl

p=4 b) Im dritten Zug findet sich ein

: J:r 29 alternierendes Muster aus
Slelatahttet gr Dreierpaaren.

' ’MO’. ) Im vierten Zug lasst sich ein Muster
felalatettete! .!.r.. erkennen, das sich diagonal

fortsetzt (wie eine Art

.r :“ . ““" ﬂ spiegelverkehrtes ,S“).
'h.ﬁ “'.“. w d) Ab Zug 5 wirkt es (zumindest in
u‘&“.“. *’.‘ J. dieser Darstellung) zunéchst wie

j:h‘dﬂ.‘llmr “. ein chaotischer Prozess. Muster

i =13 et lassen sich nur schwer erkennen.

dﬂ O.a .ri ..a..r. L Es lasst sich eine erste Vermutung
.‘“'4 &.“’ aufstellen, dass nur Quadratzahlen

1'1” (hier bereits 1 und 4) stehen
% B ) n‘“ O

e i sl - i Wenn 100 Personen die Schalter
0 betatigt haben, sind die
.a.r“ m m m folgenden Lichter an: 1, 4, 9, 16,
".’fl.!" l‘ Lll.ﬁ Lﬂﬁ 25, 36, 49, 64, 81 und 100. Es
‘&‘ &. s'n handelt sich um die
« " Quadratzahlen von 1 bis 100.

Aber warum ist dies der Fall?

bleiben kdnnten.

n=2 n=121 n=22 n=2 =2

WWWWW

AN IRLIBLTRD

n=25 n=26 n=27 n=28 n=29

e Tl ol

i g g


https://gifyu.com/image/SdyKp
https://www.youtube.com/watch?v=6IC-gm_eVxI

Erklarung:

Am Anfang sind alle Schalter ausgeschaltet. Damit ein Schalter am Ende eingeschaltet ist, muss
die Anzahl, die der Schalter betatigt wurde, eine ungerade Zahl darstellen. Andersherum ist ein
Schalter am Ende wieder ausgeschaltet, wenn die Anzahl der Betatigungen eine gerade Zahl war.
Somit stellt sich die Frage, welche Zahlen eine gerade Anzahl von unterschiedlichen Teilern und
welche Zahlen eine ungerade Anzahl von Teilern besitzen.

Jede Zahl besitzt mindestens zwei (triviale) Teiler: die Zahl selbst und 1. Die Primzahlen besitzen
nur diese zwei Teiler. Da es sich hierbei um eine gerade Anzahl von Teilern handelt, l&sst sich
schnell herausfinden, dass alle Schalter, die fir Primzahlen stehen, ausgeschaltet sein missen.
Betrachtet man nun weitere Zahlen, wie zum Beispiel die Zahl 6, bemerkt man, dass Teiler immer
in Paaren dazukommen. Beim Beispiel der Zahl 6 (neben der 1 und der 6) auch noch die 2 und
die 3, da sowohl 2 -3 =6 als auch 3 -2 = 6 gilt (Kommutativgesetz). Dadurch wiirde man zunéachst
zu der Vermutung kommen, dass jede Zahl eine gerade Anzahl von Teilern besitzt. Bei weiterer
Betrachtung findet man jedoch Falle, in denen nur ein weiterer Teiler hinzukommt. Dieser Fall
tritt bei Quadratzahlen auf. Die Zahl 4 hat zum Beispiel drei unterschiedliche Teiler. Neben 1 und
4 auch noch die 2; aber diese eben nur einmal. Daher schlussfolgert man, dass jede Quadratzahl
eine ungerade Anzahl von Teilern besitzt und daher diese Schalter am Ende noch eingeschaltet
sind.

Dieses Muster wird ebenfalls deutlich, wenn man sich die Primfaktoren der Zahlen von 1 bis 100
betrachtet. Nur die Quadratzahlen bestehen aus einer ungeraden Anzahl an
Primfaktorkombinationen, die Faktoren p°,= 1 missen jeweils noch mit einbezogen werden (siehe
Tabelle néchste Seite und Anmerkungen).

Der erste Schalter wird nur ein einziges Mal betéatigt (trivial). Primzahlen sind Zahlen mit nur zwei
Faktoren, daher werden Schalter, die zu Primzahlen gehoren, auch am wenigsten betatigt,
namlich genau zweimal. Am haufigsten werden somit Schalter betéatigt, deren Zahlen sehr viele
Faktoren haben. Aber welche Zahlen sind dies? Diese Zahlen nennt man
,hochzusammengesetzte Zahlen” (HZZ) und kénnte sie umgangssprachlich auch als ,Anti-
Primzahlen” bezeichnen. In der Tabelle findet man die ersten 20 HZZ und die jeweilige Anzahl
an Teilern.

Die Schuler:innen konnen selbst die Anzahl der Teiler fir die Zahlen 1 bis 24 bestimmen und
anschliefend mit der Tabelle vergleichen

Die ersten ewanzig hochzusammengesetzten Zahlen | seassion | custiod seaanan |

Failga in
Laufindax & — 1|2 3,45 & |7 &8 8§ 10 11 12 13 14 15 = 17 = 13 20
H 1
f-te hochausammengessizhe
Zaht

Telleranzahl ADO2ES 123 4 & 8 9 W12 168 18| 20 24 30 32 36 &) 48 (=] B4

ADDZTEZ 1 2 4 8 12 24 |36 48 &0 120 180 240 B0 T20 B40 1280 1680 2520 5040 THED

https://de.wikipedia.org/wiki/Hochzusammengesetzte Zahl

Es tauchen die aus dem Alltag gut bekannten Zahlen 12, 24, 60, 360 auf. Die Fragen ,Woher kennt
du diese Zahlen aus dem Alltag und warum wurden gerade diese verwendet? Welche Zahl ist
eigentlich die kleinste Zahl, die alle Zahlen von 1 bis 10 als Teiler hat?“ lassen sich hier gut stellen.



f) Hier sollten die Primfaktorzerlegungen der noch leuchtenden Zahlen mit Blick auf die einzelnen

Exponenten verglichen werden.

Leichter Fall: Wenn nur Schalter 100 leuchten soll, wird nur Durchgang 100 ausgefiihrt.
Anspruchsvoller: Wenn nur Schalter 1 leuchten soll, diirfen nur Durchgédnge mit quadratfreien
Primfaktorzerlegungen (1, 2, 3,5, 6, 7, 10, ---, 96, 97) durchgefiihrt werden.

Tabelle zu d):

1-20 21-40 41-60 61-80  81-100
' 21137 |41 40 |6tl61 |81 3
2 |2 ||22|211 |42|237 | 62 231 | 82 241
313 23|23 |43/43 |63 3%7 |83 83
o |2 |24 P3| 4| 22n | g4l 28 84 2237
5 5 2582 ||45]325 | 65|513 ||85 517
6 23 ||26(213 ||46|223 ||66|2311 |86 243
717 |27\ ||47|47 || 67|67 ||87 329
8 |23 | 28|27 ||482*3 | 68|2217 | 88 |21
o |2 20120 49|72 | 69323 |89 |80
1025 |30 235 50 25° 70 257 |90 2:3%5
(11 |[31/31 |/ 51(317 |7n|71 |91 |73
12223 |32 |2° | 52(2213 | 72|2%3% | |92 |2%23
13(13 |33 /311 | 53(63 | 73|73 |93 |33
1427 |34 217 | 54 |23% |74 |237 |94 |247
15(35 |35 57 | 55|51 | 75 35% |95 |59
16|2* |36 /2%3% 56(2%7 |76 2219 |96 253
17(17 ||37/37 | 57(319 | |77 |711 |97 |97
1823238219 | 58|229 | 78 2313/ 98 |2.72
19(19 |/39/313 | 59(50 | |79/79 |99 |3%1i
20 22540 |2%5 ||60|2%35 |80 (2% ||100 225°

en.wikipedia.org/wiki/Table of prime factors




Auf den folgenden Seiten findest du Beispiele fiir ein Programm, mit dem man das Problem l6sen
kann (in Python und Octave/Matlab) und einen mathematischen “Beweis”.

Python (mit Numpy) onecompiler.com/python/3z6b6kp7k

Python (mit List und Modulo) onecompiler.com/python/3z6b6wwmn

i

2 # The Light Switch Problem (Python wsing a list and the modulo operator —-= &)

3

4 n = 13p # number of personssswitches

5 list_of_switches = [@] + n ¥ create B List with all switches turned off (8)

&  for person in range{n}: # cycle through all 184 persons

7 far switch in rangeln): # and for each person through all 188 switches

| if [switch+l)%({persan+l] = @: # check if the number of the person is a divider aof
9 # the number of the respective switch [using modulo)
14 list_aof_switches[switch] = not list_of_switches |[switch] & if so: flip the switch

11

12 printi""}

13 for switch in rangein): # final check if a switch iF turned on {1} or off (@)
14 it list_of_switches[switchls # and write down 1ts position if ifs twrned on (1)
15 print [ switchs+1)

1 printi**)
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Matlab/Octave https://onecompiler.com/octave/3z6b6232]

1
2 & The Light Switch Froblem {wsing Watlab/Octave)
|
4 no= LAR; # nunoer of persons/ewltches
5 gwitches = rearasin,l); # create an array [vector) with all switches turned off (@)
L] for 1 = 1in
7 guitches{iiitend) = ~switches(icizend]l; ® Tlip every Znd, 3rd, 4th, ... A-th switch
8 end
9 switches_on = Tindlswitches = 1); ® Tind all switches tThat arme turmed on
18 displswitches_on}
11
i2
13
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https://onecompiler.com/octave/3z6b6z32j

Beweis:

Sei n € N eine beliebige natiirliche Zahl groBer als 1, so kann man diese immer als ein
Produkt aus k unterschiedlichen Primzahlen p schreiben (Primfaktorzerlegung, mit p, k € N),
zum Beispiel 360 = 2% - 32 - 5%

S (o] (o3} Che
n=py Py Py - Pg

Die Anzahl der Faktoren bzw. Teiler (eng: divisors) d(n) einer Zahl setzt sich aus allen mégli-
chen Kombinationen der Primfaktoren zusammen. Die Zahl 24 = 2*-3! hat zum Beispiel acht
unterschiedliche Faktoren d(n) = 8, die sich wie folgt zusammensetzen:

20. 30 —

2!.30 =2
22.30 =4
22.30=8
20.31 =3
21.31 =6
22.31 =12
2%.31 =24

Wenn man dies auf die obige Schreibweise der Primfaktorzerlegung verallgemeinert, gilt nach
dem allgemeinen Zahlprinzip (vgl. de.serlo.org/mathe/29910/zahlprinzip) fir die Anzahl der
Faktoren bzw. Teiler einer beliebigen natiirlichen Zahl der folgende Zusammenhang;:

d(n)= (Cl+l)-(Cz+1)-(63+1}-...-(6k+1)
Man erkennt, dass man die um 1 vergroBerten Exponenten miteinander multiplizieren muss.

Eine Quadratzahl ist definiert als eine natiirliche Zahl, die mit sich selbst multipliziert wird.
Das bedeutet, dass definitionsgemaB die Primfaktoren einer Quadratzahl immer in Duplikaten
vorkommen und der Exponent dieser somit immer gerade sein muss, bzw. die um 1 vergro-
Berten Exponenten ungerade. Somit muss d(n), das in diesem Fall aus der Multiplikation von
ausschlieBlich ungeraden Zahlen besteht, selbst ungerade sein (dies kann in einem gesonderten
Beweis gezeigt werden). Damit wurde gezeigt, dass Quadratzahlen eine ungerade Anzahl von
Faktoren besitzen. Sobald einer der Exponenten der Primfaktoren einer Zahl ungerade ware,
wiirde der um 1 vergroBerte Exponent eine gerade Zahl sein und somit d(n) ebenfalls gera-
de, woraus man schlieBen kann, dass nur Quadratzahlen eine ungerade Anzahl an Faktoren
besitzen und daher nur diese Lichtschalter am Ende eingeschaltet sind.

Quellen

- en.wikipedia.org/wiki/Table _of prime_factors

« de.wikipedia.org/wiki/Hochzusammengesetzte Zahl

« youtu.be/-UBDRX6bk-A

Weiterfiihrende Links

Das Problem findet man in der Literatur auch unter dem Namen: “The Locker Problem”.
« 36university.com/act-math-locker-problem-solu'on/

- ed.ted.com/lessons/can-you-solve-the-locker-riddle-lisa-winer




« youtu.be/c18GjbnZXMw
« stanwagon.com/public/torrencewagon.pdf







