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erfahren, wie im Raum
Geraden und Ebenen be-
schrieben werden (auch
als Linearkombination) und
wie sie zueinander in Be-
ziehung stehen

zum Messen von Léange
und Winkeln bei Vektoren
den Betrag und das Skalar-
produkt kennen lernen

sich maégliche Darstellun-

gen einer Kugel erarbeiten
und so auch den Umgang
mit den Kugelkoordinaten
lernen

entdecken, wie auf der
Oberflache einer Kugel die
kirzeste Entfernung zwi-
schen zwei Punkten be-
stimmt wird, und entwi-
ckeln geeignete Berech-
nungsmethoden

geeignet zwischen kartesi-
schen Koordinaten und
Kugelkoordinaten wéahlen.

Dieser Themenbereich basiert auf einer geometrischen Inter-
pretation im dreidimensionalen Raum von Vektoren und de-
ren Verkniipfungen aus dem Themenbereich G2 - Matrizen
und Vektoren als Datenspeicher.

Die Vektoren werden hier als Punkte oder als Pfeile (auch
Vektoren genannt) interpretiert. Punkte werden zumeist mit
GroBbuchstaben gekennzeichnet (z.B. P), Pfeile mit kleinen
Buchstaben mit Pfeil (p ) und deren Koordinaten als Spalte
dargestellt.

Im Rahmen der Kldrung der prinzipiellen Arbeitsweise des
Navigationssystems GPS lernen Sie die geometrischen Ob-
jekte Kugel, Ebene und Gerade mit einigen ihrer Eigenschaf-
ten kennen. Dazu gehdért auch, welche Lagebeziehungen die-
se Objekte mit- und untereinander haben kénnen und woran
man diese erkennt.
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I. Wie funktioniert GPS?

GPS besteht aus einem Verbund von 24 Satelliten, die die
Erde auf (nahezu kreisférmigen) Bahnen in ca. 20200 km H6-
he in einer Umlaufzeit von nahezu 12 Stunden umrunden.
Jeweils 4 Satelliten kreisen dabei auf einer von sechs Um-
laufbahnen, sodass stets eine genligende Anzahl von Satelli-
ten (mindestens 4) auf der ganzen Erde zu jeder Zeit sichtbar
Ist.

Die Satelliten bewegen sich nicht auf geosta-
tiondren Bahnen, damit jeder der Satelliten
einmal am Tag eine der Kontrollstationen
passiert. Davon gibt es insgesamt 5: eine
Hauptstation und 4 unbemannte Stationen.
Die Stationen erhalten standig Daten von
den Satelliten, die in der Hauptstation ausge-
wertet werden. Dort kdnnen diese Daten da-
zu fihren, dass die Umlaufbahnen oder Uh-
ren der Satelliten korrigiert werden.

Die Satelliten senden laufend auf einer P
Radio-Frequenz ein Datenpaket aus, das u. a. %
die Sendezeit und die augenblickliche Positi- ;
on des Satelliten enthalt. Der Empfanger auf
der Erde bestimmt die Ankunftszeit des Si-
gnals. Aus der Laufzeit (zwischen 0,067 s und
0,086 s) ergibt sich dann die Entfernung zum
Satelliten. Mit drei solcher Messungen zu
verschiedenen Satelliten kann man die Posi-
tion des Empfangers im Raum bestimmen.
Vom jeweiligen Satelliten aus gesehen befindet sich der
Empfanger ndmlich auf der Oberflache einer Kugel, deren
Radius gerade Uber die Signallaufzeit bestimmt wurde. Zwei
solcher Kugeloberflaichen schneiden sich in einem Kreis, der
wiederum die dritte Kugeloberflache in zwei Punkten schnei-
det, von denen einer meist sofort ausgeschlossen werden
kann.

Aber ganz so einfach liegen die Verhéltnisse in Wirklichkeit
nicht. Da die Signale mit Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum
299792,5 km/s) Ubertragen werden, sind die Anforderungen
an die Genauigkeit enorm: Ein Laufzeitfehler von einer tau-
sendstel Sekunde wirde einen Distanzfehler von 300 km be-
wirken und damit das System unbrauchbar machen. Die er-
forderliche Prazision lasst sich nur mit Atomuhren erreichen.
An Bord der Satelliten werden daher C&sium- und Rubidium-
atomuhren verwendet, die regelméafig von finf Bodenstatio-
nen kontrolliert und nachgeregelt werden.

Prinzipiell bendtigt man im Empfanger die gleiche Genauig-
keit; allerdings wird man dort aus Gewichts- und Kostengriin-
den keine Atomuhr zur Verfigung haben. Man muss daher
ein Verfahren ersinnen, das den Uhrenfehler des Empféngers
eliminiert.
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Gb - Positionsbestimmung

Positionsbestimmung

tiber den Kreis zur Kugel

Positionsbestimmung eindimensional
Situation auf einer Linie

S, =-2 S,=4
Nullpunkt

Positionsbestimmung zweidimensional
Situation in der Ebene

Aufgabe 1

Der Nullpunkt ist gekennzeichnet, wir messen in x-Richtung.
Gegeben sind zwei Punkte S; = -2 und S, = 4, die zwei Satel-
liten darstellen sollen.

Gesucht ist die Position xp des Punktes P.

Bestimmen Sie geometrisch und formal rechnerisch die Posi-
tion von P, wenn der Abstand zu S; mit 4 und der Abstand zu
S, mit 2 gemessen wurde.

Unter welcher Voraussetzung sind wirklich zwei ,Satelliten”
zur eindeutigen Positionsbestimmung von P notwendig? Er-
lautern Sie, wann dazu ein ,Satellit” ausreicht.

Kreis

Die Kreislinie ist der geometrische Ort aller Punkte, die von
einem Punkt M (Mittelpunkt) denselben Abstand haben. Die-
ser Abstand heil8t auch Radius.

Durch diese Definition und mit Hilfe des Satzes von Pythago-
ras kann man eine einfache Beziehung zwischen der x- und
der y-Koordinate eines jeden Punktes auf der Kreislinie und
dem Radius r formulieren, falls der Mittelpunkt M des Kreise
im Nullpunkt liegt:

X+ y =r

Andern Sie die Gleichung so ab, dass eine Kreislinie ebenfalls
mit dem Radius r, aber mit dem Mittelpunkt M = (xy|yu) be-
schrieben wird.

Aufgabe 2

Gegeben sind drei Punkte S, (5|4), S,(-2|5) und S5(-1|-1),
die drei Satelliten darstellen sollen.

Gesucht ist die Position (xp|yp) eines Punktes P, dessen Ent-
fernungen zu S; mit 5 und zu S, mit 3 gemessen werden.

Bestimmen Sie geometrisch und formal rechnerisch, welchen
Abstand S; messen wird, und geben Sie damit die Position
von P an.

u

Unter welcher Voraussetzung sind tatsachlich drei ,Satelliten
zur eindeutigen Bestimmung der Position von P notwendig?
Erldutern Sie, wann man mit zwei ,Satelliten” auskommen
kénnte.
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3D-Koordinatensystem

Die Positionsbestimmung im Dreidimensionalen erfordert
zunéachst eine Vereinbarung Gber ein entsprechendes Koordi-
natensystem.

Eine oft verwendete Mdéglichkeit ist die rechts abgebildete,
bei welcher der 90°-Winkel zwischen der x,- und x,-Achse als
135°-Winkel dargestellt wird und die x,-Koordinaten mit dem

Faktor i gestaucht werden, d.h.
/2
Lange Kastchendiagonale £ 2 Kastchen.
Das ist mit Karopapier leicht zu realisieren und vermittelt eine
gewisse rdaumliche Perspektive.

Aufgabe 3

Diese Aufgabe dient dazu, die Verwendung des Koordinaten-
systems zu verdeutlichen.

Ein Wirfel mit der Kantenlange 2 LE stehe so auf der x,x,-
Ebene, dass zwei seiner Eckpunkte auf der x,-Achse liegen:
A, = (2|0|0)und A, = (4|0]0).

a) Zeichnen Sie diese Punkte in obiges Koordinatensystem,
wobei eine Kastchenlange einer Ldngeneinheit (LE) ent-
sprechen soll. Beachten Sie dabei den Hinweis zur x;-
Achse.

b) Zeichnen Sie nun den kompletten Wiirfel ein und ermit-
teln Sie die Koordinaten der restlichen Eckpunkte.
ODER
Ermitteln Sie die Koordinaten der restlichen Eckpunkte
und zeichnen Sie so den Wirfel.

Aufgabe 4

a) Zeigen Sie, dass jeder Punkt X= (x,|X,|x3) auf der Kuge-
loberflache der Kugel-Gleichung

X2+ X0+ X2 = r?

genuligt, sofern der Mittelpunkt im Ursprung liegt und r
der Radius der Kugel ist.

b) Definieren Sie die Lange eines Vektors (Abstand eines
Punktes vom Ursprung, Abstand zweier Punkte).
Begriinden Sie lhre Definition und erproben Sie diese an
einigen Beispielen.

Schreibweise:

Ein Punkt P habe die Koordinaten (p,|p,|ps), der Pfeil
vom Ursprung nach P hei8t dann p, dessen Lange |p|
entspricht dem Abstand des Punktes P vom Ursprung
bzw. der Ldnge der Strecke vom Ursprung nach P: |OP|.

c¢) Ermitteln Sie analog zum Kreis die Kugel-Gleichung fir
einen beliebigen Mittelpunkt M (m,|m,|mj,).

Ax,

w

N

LN

Alternative Schreibweise aus G2:
X-X=r

X[ %
Ll o2y 2, .2
2 2| TX X X
X

X

X

3 3



Positionen und Messergebnis

Sat, = (2]2|3) d, =32

3,3

Sat, = (3]2]2) d,

Schnittmenge Kugel / Kugel
Ergebnis der Berechnungen
graphische Darstellung des Ergebnisses

Gb - Positionsbestimmung

Aufgabe 5 - paradigmatisches Beispiel

Eine Person bestimmt ihre Position auf der Erdoberflache mit
Hilfe eines GPS-Geréates. Dieser Vorgang soll in dieser Auf-
gabe prinzipiell nachvollzogen werden.

Wir machen dazu folgende vereinfachende Annahmen:

e Die Erde ist eine ideale Kugel mit einem Radius von
6.371 km.
Als Langeneinheit wéhlen wir gerade diesen Erdradius.

* Weiterhin betrachten wir folgendes erdgebundene Koor-
dinatensystem: Der Koordinatenursprung ist der Erdmit-
telpunkt.

Die x5-Achse liegt auf der Erdachse und zeigt zum Nord-
pol. Der Nordpol ist also der Einheitspunkt auf der x;-Ach-
se mit den Koordinaten (0|0]1).

Die x,-Achse geht durch den Schnittpunkt von Aquator
und Nullmeridian, dieser Punkt ist der Einheitspunkt auf
der x,-Achse, hat also die Koordinaten (1|0]0).

Der Einheitspunkt auf der x,-Achse hat dann die Koordi-
naten (0] 1]0) (und 0° Breite und 90° 6stliche Lange).

e Zu einem genau fixierten Zeitpunkt der Positionsbestim-
mung empféangt die Person mit ihrem GPS-Gerat von zwei
GPS Satelliten deren genaue Positionen Sat, und Sat, in
dem genannten rechtwinkligen Koordinatensystem. Au-
RBerdem empféangt der GPS-Empfanger die genaue Uhrzeit
in den Satelliten zum Zeitpunkt der Aussendung der Si-
gnale. Aus der Zeitdifferenz der beiden Uhren in den Sa-
telliten und im GPS-Empfanger zum Empfangszeitpunkt
kann dieser (mit Hilfe der Lichtgeschwindigkeit) die Ent-
fernungen d, und d, von seiner unbekannten Position zu
den beiden Satelliten berechnen. (Dies ist in Wirklichkeit
wegen der Ungenauigkeit der Empfangeruhr komplizier-

ter!)

a) Beschreiben Sie den prinzipiellen Weg, wie man den
Standort der Person aus den gegebenen Daten berech-
nen kann.

b) Betrachten Sie die Kugel um Sat; mit dem Radius d, und

stellen Sie die Gleichung der Kugeloberflache auf.
Berechnen Sie die Schnittmenge £, dieser Kugeloberfla-
che mit der Erdoberflache.

Berechnen Sie analog die Schnittmenge £, der Erdober-
flache mit der Kugel um Sat, mit dem Radius d..

Um welches geometrische Objekt handelt es sich jeweils
bei dieser Schnittmenge?

Begrinden Sie lhre Antwort auf verschiedene Arten (sie-
he Vorschlage links).

Und wie kann jetzt die Position der Person berechnet wer-
den?
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% Arbeitsblatt

Moglicher Losungsweg zu Aufgabe 5b), 1. Absatz:

Alle Punkte auf der Oberflache einer Kugel um Sat, (2|2|3) mit dem Radius d, = 3,2 genligen der
Gleichung (x;-2)% + (x,-2)% + (x3-3)% = 3,2° = | X%~ 4x,+4 + X,2-4x,+4 + x;°-6x5+9 = 10,24

Alle Punkte auf der Erdoberflache erfiillen Gleichung 1l x,? + X, + X5 =1
Die Punkte, die zur Schnittmenge dieser beiden Kugeln gehdren, missen beide Gleichungen erflillen.

II-1: 4x,; + 4x, + 6x5;-17 = -9,24 - 4x, + 4x, + 6 x3 = 7,76. Multiplikation mit 25 ergibt

* 100 x; + 100 x, + 150 x3 = 194
Das Arbeitsblatt basiert auf dieser Darstellung *.

Gesucht ist eine geometrische Beschreibung der Menge aller Punkte, die durch obige Gleichung
* 100 x, + 100 x, + 150 x; = 194 bestimmt ist.

* Wie misste die Schnittmenge zweier Kugeloberflachen eigentlich aussehen und
was konnte der Grund daflir sein, dass * nicht dieser Schnittmenge entspricht?
SN

* Nebenstehende Abbildung ist eine graphische Darstellung obi-
ger Gleichung *.
Was schlieBen Sie aus dieser Abbildung?
>

e Gesucht ist z.B. der Punkt auf der x;-Achse, der obige Gleichung erfillt. Ein solcher Punkt R hat
die Koordinaten (0|0|r;), und r; muss so gewéahlt werden, dass * gilt:

100-0+ 100-0 + 150 - ry = 194 = 1, = ::2:51,29.

R = (0]|0|1,29) gehort also zur Menge aller Punkte, die * erfullen.

Bestimmten Sie die beiden weiteren Achsenschnittpunkte P (mit der x;-Achse) und Q (mit der
x,-Achse), die obige Gleichung erfillen.
&
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e Skizzieren Sie die drei Punkte P, Q und R in das Koordinatensystem.

Sei p der Pfeil von R nach P und g der Pfeil von R nach Q.
Zeichnen Sie die Pfeile ins Koordinatensystem und berechnen Sie deren Koordinaten.
ASY Ax3

-

* In G2 (Matrizen und Vektoren als Datenspeicher) haben Sie die Addition zweier Vektoren kennen
gelernt und die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl.

Deuten Sie diese rechnerischen Operationen geometrisch.
Y

* Untersuchen Sie die Menge aller Punkte X mit
X=R+A-p+pu-q (mith, pelR)

und deren Zusammenhang mit *.
>
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III. Ebenen und Geraden

ausgehend von der Kugel

Die Schnittmenge zweier Kugeloberflachen liegt in einer
Ebene. Die Subtraktion der beiden Gleichungen oben hat
das System vereinfacht, aus zwei nicht linearen Gleichun-
gen wurde eine lineare Gleichung — die Gleichung der
Schnittebene. Doch eine der beiden Ausgangsgleichun-
gen gilt weiterhin, sodass sich als Schnittmenge tatséch-
lich ein Kreis ergibt (nédmlich als Begrenzung der Grundfla-
che eines Kegels in der Kugel um Sat, mit deren Radius
als Seitenlinie und eines zweiten Kegels in der Erdkugel
mit deren Radius als Seitenlinie).

Wie kann man nun einsehen, dass die Gleichung
E: 100 x; + 100 x, + 150 x; = 194

eine Ebene beschreibt?

Die drei Variablen (das sind die Koordinaten der beschrie-
benen Punkte) sind linear kombiniert: die Variablen tauchen
nur in der 1. Potenz auf (daher linear), sind gegebenenfalls
mit einer Zahl multipliziert; diese Vielfachen werden addiert.
Daher ist die Steigung in Richtung einer Variablen jeweils
konstant.

Diese Form der Ebenengleichung heil3t Koordinatenform.

Jede Gleichung eines linearen Gleichungssys-
tems mit drei Variablen hat diese Form!

Dass wirklich eine Ebene beschrieben wird, ist bei der Para-
meterform der Ebenengleichung sofort ersichtlich. Diese Dar- A
X

stellung wird jetzt behandellt. 3

Addition von Vektoren und deren Multiplikation mit einer
Zahl sind schon in G2 vorgekommen, hier geht es um die P(2|2]3)
geometrische Interpretation, die auch fir die Parameterform

der Ebenengleichung benotigt wird. 0 q
Addition o0 > S=tolsl)

Die Punkte P (2]2]3) und Q(-2|1|-2) sind in das rechte Koor- >
dinatensystem eingetragen, ebenso der Punkt S = P+ Q.
Interpretiert man die Punkte als Pfeile, die eindeutig bestimmt
sind durch ihre Ldnge und Richtung und daher verschiedene 2 Q(-2|1|-2)
Startpunkt haben kénnen, so wird der Anfang von Pfeil g in
den Punkt P verschoben. Er endet jetzt in S (= P+Q). Der X,
Pfeil vom Ursprung nach S kann also als Summe p+q gedeu-
tet werden.

N

Multiplikation mit einer Zahl
Ist A eine von Null verschiedene reelle Zahl, so bedeutet die D=(4]1[5)
Multiplikation A - q geometrisch eine entsprechende Ande-
rung der Ldnge von q (A-fache Lange). Die Richtung bleibt fir . P(2]2]3)
positives A unverandert, fiir negatives A dndert sich die Rich- s “

tung um 180°, der Pfeil zeigt also in die entgegengesetzte -Q };\
Richtung. eNL \|/ | e
Damit kann durch Multiplikation mit (- 1) auch die Differenz I A
gebildet werden, siehe die Abbildung rechts: | | ST 2 X,
,P-Q =P+ (-1)-Q” kann auf Pfeile tibertragen werden.

0(-2]1||-2
Die Multiplikation mit der Zahl Null ergibt den Nullpunkt (Null- 2 2111-2)

vektor).
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Eine Summe A-p + p-q heildt Linearkombination.
Ausgehend von einem Stitzpunkt R, der auch der Nullpunkt
sein darf, wird durch die beiden Pfeile (Vektoren) p und g so
eine ebene unbegrenzte Flache aufgespannt, die Ebene heildt.
Jeder Punkt X der Ebene ist dann mit geeigneten A und p dar-
stellbar als

E: X=R+Ap+yp-q.

Diese Form der Ebenengleichung heil3t Parameterform.

Die Voraussetzung ist allerdings, dass die Vektoren p und q
nicht in dieselbe oder die entgegengesetzte Richtung zeigen.

Gibt es eine Zahl ¢ mitp = ¢ - q, so zeigen diese beiden Pfeile
in dieselbe oder die entgegengesetzte Richtung. In diesem
Fall heiRen die beiden Pfeile /inear abhédngig, zeigen sie in
verschiedene Richtungen (ohne entgegengesetzt), so nennt
man sie /inear unabhéngig.

Und wie erhalt jetzt die obige Ebenengleichung in Parameter-
form? Dazu kann man drei Punkte der Ebene ermitteln (, die
nicht auf einer Geraden liegen), z.B. die Schnittpunkte mit
den Achsen:

Schnittpunkt mit der x,-Achse (also x, = x; = 0)
P =(1,94|0]|0),
Schnittpunkt mit der x,-Achse (also x; = x5 = 0)

Q = (0]1,94]0).
Der Schnittpunkt mit der x;-Achse (also x; = x, = 0)
R~ (0]0]1,29).

Wahlt man R als Stitzpunkt, so mlissen noch die Pfeile von R
nach P und von R nach Q berechnet werden:

1,94
Pfeil von R nach P = p=RP=P-R=| 0
-1,29
0
Pfeil von R nach Q = q:Rb=Q—R= 1,94
-1,29

Beide Vektoren kdnnen nicht Vielfache voneinander sein, da
verschiedene Komponenten 0 sind. Sie sind also linear un-
abhé&ngig. Damit ist

0 1,94 0
E: X=R+Ap+p-g=( 0 [+A| O [+u| 1,94
1,29 -1,29 -1,29

die Parameterform (wegen R gerundet) der Ebene
E: 100 x, + 100 x, + 150 x5 = 194.
Priifen Sie es nach durch Einsetzen verschiedener Werte fiir A

und J in die erste Gleichung und Einsetzen der sich ergeben-
den Koordinaten in die zweite Gleichung!
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Haben Sie auch die Schnittebene der Kugel um Sat, mit dem
Radius d, und der Erdkugel berechnet, so haben Sie

E,: 600 X, + 400 X, + 400 x; = 711

erhalten (oder dquivalentes).

Wie verhalten sich die beiden Ebenen zueinander?
Welche Mdéglichkeiten gibt es? Siehe dazu Aufgabe 6 auf der
folgenden Seite.

Lassen Sie sich die neue Ebene 2 zur bisherigen dazu zeich-
nen, ergibt sich nebenstehendes Bild: die beiden Ebenen
scheinen sich in einer Geraden zu schneiden.

Es liegen zwei Gleichungen mit drei Variablen vor:

| 100 x, + 100 X, + 150 x5 = 194
Il 600 x, + 400 X, + 400 x5 = 711

Il - 41: 200 x; - 200 x; = -65 - X3 = Xq + E
40
. . . 581
Einsetzen in | und Auflésen nach x,: X, = -2,5 x, + —.
400
Jeder Punkt dieser Schnittmenge wird beschrieben durch
(x11%2]%3) = | X4 —2,5X.|+5—8‘I X.|+E =
400 40
= x(1]1-25]1)+[0 58113 , hat also die Form
400(40
X =P + A-r = Stidtzpunkt + Parameter mal Richtungsvektor
0 0
581
mit Stitzpunkt P=| 00 | =| 1,4625
13
) (0325
1
und Richtungsvektor ¥=[ -2,5 |, der als Pfeil aufgefasst wird.
1

Die Punkte der Schnittmenge liegen also auf einer Geraden,
wie nebenstehende Abbildung deutlich macht, aber auch aus
der Gleichung geschlossen werden kann: Vom Stitzpunkt P
aus erreicht man diese Punkte in einer festen Richtung, die
durch den Richtungsvektor gegeben ist.

Jede Gleichung der Form
g:X=P+A-r

beschreibt eine Gerade, die Form heil3t Parameterform

In den folgenden Aufgaben werden u.a. die méglichen Bezie-
hungen zwischen Ebenen und Geraden untersucht.

Der Name des Parameters ist beliebig,
hier ist der kleine griechische
Buchstaben A (,Lambda”) gewahit.

——%Gerage -

' 1
T T
i 5-:_\\1;@1,&0,3)
i) 1 X2
1
X4
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Beziehungen zwischen 2 Ebenen »

Koordinaten- und Parameterform

Die Lésungsmenge enthélt 1 Variable
(die beiden anderen Variablen kénnen
mit dieser ausgedriickt werden, siehe S. 9)

Die Parameterform ist ein Bildungsgesetz fir

alle Punkte der Ebene.

TIPP fir Umformung:

In 3 Gleichungen mit 5 Variablen aufschreiben
und A und p eliminieren. Das ergibt eine Glei-
chung mit x;, X, und x.

Die Koordinatenform gibt eine Beziehung der

drei Koordinaten fiir alle Punkte der Ebene an.

TIPP fiir Umformung:

1 Nach einer der Koordinaten auflésen, z.B. x,

2 Die beiden (ibrigen Koordinaten erhalten
neue Namen, z.B. A und p.

3 Eintrag der drei Komponenten in einen Vek-
tor, der linear in seine Bestandteile zerlegt
wird.

Beziehungen zwischen 2 Geraden »

Beispiel fiir Beziehung Gerade / Ebene

G5 - Ebenen und Geraden

Aufgabe 6

a)

b)

Sie haben durch Rechnung festgestellt, dass sich die bei-
den Ebenen aus Aufgabe 5 in einer Geraden schneiden.

e Welche Beziehungen zwischen zwei Ebenen sind
noch méglich?

» Wie lasst sich die Beziehung aus den Gleichungen
der beiden Ebenen schlieBen?

Begriinden Sie jeweils lhre Antworten.

Die Beziehungen zwischen zwei Ebenen, die in Koordina-
tenform vorliegen, kann tUber die L6sung eines linearen
Gleichungssystems geschehen (2 Gleichungen mit 3 Va-
riablen, also unterbestimmt). Die L6sungsmenge kann
z.B. eine Gerade beschreiben (s.o.).

Beschreiben Sie auf Grund lhrer Ergebnisse von a), wel-
che Lésungsmengen bei einem linearen Gleichungssys-
tem mit 2 Gleichungen und 3 Variablen auftreten kénnen.

Aufgabe 7

a)

b)

c)

Gegeben ist die Ebene E in Parameterform

1 -1 2
E: X=| 1 [+N] O [+p] 1 (mit A, p € IR).
-1 2 -1

Ermitteln Sie die Koordinatenform zu E.

Gegeben ist die Ebene F in Koordinatenform
Fi: x;+ 2x, =3, X; X,€IR.

Ermitteln Sie die Parameterform zu F.

Untersuchen Sie die Beziehung
der beiden Ebenen.

Aufgabe 8

a)

b)

Geben Sie ein Beispiel fir zwei parallele Geraden im
Raum an und begriinden Sie, warum diese Geraden par-
allel verlaufen missen.

Welche weiteren Beziehungen zwischen zwei Geraden im
Raum sind moglich?

Geben Sie entsprechende Beispiele an und formulieren
Sie allgemeine Kriterien fiir die Lagebeziehungen.

Ermitteln Sie eine Gerade, die in der Ebene E aus Aufga-
be 7 liegt, und eine Gerade in Ebene F.
Untersuchen Sie die Lagebeziehung der beiden Geraden.
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Aufgabe 9

Gegeben sind die Punkte A (-1|6]1), B (2]2]2),C(0|7]|-1)
sowie P (0]|6|6) und Q (6|6]6).
Die Ebene E enthéalt die Punkte A, B und C.

a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von E.

Geben Sie eine Gleichung der Geraden g an, die durch
die Punkte P und Q geht.

b) Berechnen Sie die Schnittpunkte S;, S, und S; von E mit

den Koordinatenachsen. o

S, S, S;und der Koordinatenursprung sind vier Eck-
punkte eines Wiirfels. Zeichen Sie das Dreieck S;S,S; und

den Wiirfel in ein geeignetes Koordinatensystem. S

Zeigen Sie, dass die Punkte P und Q ebenfalls Eckpunkte
des Wirfels sind.

c) Gegeben ist eine Ebene F durch die Eckpunkte P und Q
des Wiirfels aus Aufgabenteil b) und den Punkt R (6|0]4).

Bestimmen Sie den Schnittpunkt von F mit der x;-Achse. s,

Zeichen Sie den im Wiirfel befindlichen Teil der Ebene F ™
in obiges Koordinatensystem ein.

Die Ebene F zerlegt den Wiirfel in zwei Teile. Ermitteln Sie

das Verhaltnis der Volumeninhalte der entstandenen Teil-

kérper.
Teile einer Aufgabe des Zentralabiturs 2006 in Hamburg.

Aufgabe 10
0

.Zur.Aufgabe 5 (§. 4) sind b.isher die Schnittebenen zwischen Schnittgerade g: X =| 1,4525
je einem der beiden Satelliten und der Erdkugel berechnet 0325
worden sowie deren Schnittgerade. '

Die gesuchte Position liegt also auf dieser Schnittgeraden, Erdoberflache: XX = X =1
aber auch auf der Erdoberflache.

Ermitteln Sie die beiden Schnittpunkte der Geraden mit der

Erdoberflache.

Als Ergebnisse sollten Sie die beiden Punkte Pos, und Pos,
erhalten:

Pos, = (0,516]0,162|0,841) und

Pos, = (0,28510,739|0,610)

Doch wo liegen diese Punkte? Die kartesischen Koordinaten
werden normalerweise nicht zur Orientierung auf der Erd-
oberflache verwendet, sondern die geographischen Koordi-
naten: ein Koordinatennetz, das aus Breitenkreisen besteht,
die parallel zum Aquator verlaufen, und Ldngenkreisen (Meri-
dianen), die senkrecht zu den Breitenkreisen von Pol zu Pol
verlaufen.

+\

11
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G5 - Ebenen und Geraden

Geographische Koordinaten:

Sud

In nebenstehender Abbildung beschreibt

* Adie (geographische) Ldnge und

* ¢ die (geographische) Breite.

Lange:

Breite:

-180° < A < 180°
wird vom Nullmeridian (Meridian von Green-
wich) aus 6stlich und westlich gezahlt

von 0° bis 180° (6stliche Lange)
von 0° bis -180° (westliche Lange)

-90° < ¢ < 90°

wird vom Aquator aus polwarts gezahlt
von 0° bis 90° (nordliche Breite)

Von 0° bis -90° (stidliche Breite)

Die Angabe der Himmelsrichtung ersetzt teilweise die Vorzeichenangabe.

A X Pp,Ip,lpy

2
& P3

Erdradius r = 6371 km

obige Formeln ,riickwérts”:
beginnen Sie mit x,

Aufgabe 11

Leiten Sie mit Hilfe der obigen Abbildung die nachfolgende
Beziehung zwischen den kartesischen Koordinaten und den
geographischen Koordinaten her:

X, =r-cosA-cos ¢
X,=r-sin\-cos ¢
Xz =r-sin ¢

Aufgabe 12

a)

b)

c)

Hamburg hat etwa die geographischen Koordinaten

10°0 ; 563,6° N.

Berechnen Sie die kartesischen Koordinaten.

Osnabriick hat (gerundet) die kartesischen Koordinaten

(3858|542|5041).

Ermitteln Sie aus obigen Beziehungen die geographi-
schen Koordinaten.

Ermitteln Sie zu den kartesischen Koordinaten der beiden
Positionen von Aufgabe 10 (bzw. 5) die geographischen
Koordinaten.

Welche der Positionen ist der Standort der Person, wenn
ihr bekannt ist, dass sie sich in Nordeuropa befindet?
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IV. Lange und Winkel

mit dem Skalarprodukt

Das Skalarprodukt, das Sie als Rechenvorgang bereits aus G2

kennen, erfihrt nun geometrische Deutungen. Die Multiplikation zweier Vektoren

X0 [V

*» Das Skalarprodukt wird verwendet, um die Ldnge eines
XY= | V2| =XY; + XY, + X5V

Vektors zu berechnen.

* Das Skalarprodukt wird verwendet, um den Winkel zwi- X3 Y3
schen zwei Vektoren zu berechnen. heilt Skalarprodukt.

Die Lénge eines Vektors x (bzw. der Abstand des Punktes X
vom Nullpunkt) wird berechnet mit

%] = |X] =yX2=y/x} +x] +x?.

x, A X=(413]5)

Aufgabe 13

5
a) Sei X = (4|3]5) und x der Pfeil vom Ursprung nach X. T
Berechnen Sie die Ldnge von x, also |x]. X,
4 %
%
b) Versuchen Sie, die eben verwendete Formel zur Berech- ‘%‘%o
nung der Ldnge zu beweisen. A ®

Siehe dazu auch nebenstehende Abbildung. X /

Der Winkel o zwischen zwei Vektoren x und y kann ermittelt
werden durch

el
%] -1y

(x # 0undy = 0)

Das rechts abgebildete Dreieck hat als einen Eckpunkt den
Nullpunkt. Ein Verschieben des Dreiecks in einen anderen
Punkt bewirkt keine Anderungen an der folgenden Rechnung.

Nach dem Cosinus-Satz gilt:
[X - Y%= |X|*+ |Y|*-2:|X]||Y]|cos a.
Skalarprodukt angewendet, Wurzel entféllt durch Quadrieren:

(X1 - Y1)2 + (Xz - V2)2 + (X3 - Y3)2 =
2+ %2+ x5 +(y 2+ v, 2+ vy - 2:]X]||Y]|-cos

“2°X1Y1- 2 XY, 2 XzYz3=-2|X|'|Y]|cosa |:(-2)
X1 Y1+ Xp¥, + Xgyg = | X]||Y]|-cosa oder

XY

| X]-]1Y]|-cos a,

woraus unmittelbar obige Formel folgt.

13
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Gb5 - Lange und Winkel

Beispiel

Ax; P

Gegeben sind die beiden /%
Geraden g, und g,, die ////‘
sich im Punkt P schnei- ey d #
den. /"// -

A gesucht ist
Berechnet werden soll der 5 q ,,/ der Schnittwinkel
Schnittwinkel dieser bei- /,/ ///I’
den Geraden. /

~ : //
1/ 4
Die Gerade g, geht durch ~ vd
: @) e /
die Punkte \.‘#/ J/
]
P=(-6|6|6)und Pa 4
Q=(1]-2/3) ~ i
/
//
Die Gerade g, geht durch yZ >
die Punkte L T2 4 ° X,
P=(-6/6]6)und 4 T
R =(-2]2]3).
X

1

Die Geraden schneiden
sich offenbar im Punkt P. Berechnen Sie den Schnittwinkel.

Notwendig dazu sind die Richtungsvektoren der Geraden:

* Richtungsvektor von g;: * Richtungsvektor von g,:
7 4
g=Q-P=| -8 r=R-P=| -4
-3 -3

Berechnung der Skalarprodukte fiir die Formel:

7\( 4
e gq-r=|-8|-4|=28+32+9=69
-3 -3

7 4
* |q] =| -8||=/49+64+9=y/122 und |r| = || -4||=/16+16+9=/41
-3

gt _ 69 69

|al- |7 _@-m_,/sooz

Damit ist der Schnittwinkel o = 12,7°.

cosO = ~0,9756.
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Aufgabe 14

Verwenden Sie fiir die Gerade g, aus dem Beispiel nun den

-4

Richtungsvektorr, = | 4

3

Berechnen Sie erneut den Schnittwinkel der beiden Geraden.
Deuten Sie das Ergebnis im Vergleich zum Beispiel.

Aufgabe 15

a)

b)

c)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b (jeweils un-
gleich dem Nullvektor) zeigt bei einem bestimmten Win-
kel zwischen den Vektoren diesen unmittelbar an.

Um welchen Winkel handelt es sich, und welchen Wert
hat in diesem Fall das Skalarprodukt?

Begrinden Sie lhre Antwort.

Zeigen Sie, dass die Formel zum Berechnen eines Win-
kels zwischen zwei Vektoren a und b auch so geschrieben
werden kdnnte:

a b _1 . 1

Wie unterscheidet sich der Vektor a vom Vektor i-fi'?

Untersuchen Sie, ob das Skalarprodukt kommutativ ist,
also ob das Vertauschen der Faktoren das Ergebnis un-
verandert lasst.

E:

Ein Vektor, der senkrecht auf einem anderen Objekt steht,
heiBt Normalenvektor.

Ist ein Normalenvektor zu einer Ebene gesucht und liegt
diese Ebene in Koordinatenform vor, so ist ein Normalen-
vektor einfach abzulesen:

1}
[

ax; + bx,+cx;=d = 0N n_.E.

Dabei bedeutet n L E, dass der Normalenvektor n senk-
recht auf jedem Vektor aus E steht.

Hinweis:
Die Ebene E lasst sich unter Verwendung des Skalarprodukts
auch schreiben als

Xi| (a
X-n=d bzw. X,|-| b| =d.
X;] \C

Siehe hierzu den Text nach Aufgabe 16.

15

Warum ergibt das dieselbe Gerade?

Berechnet wird der Winkel zwischen
den beiden Richtungsvektoren

wichtiger Sonderfall

Gitd-b = b-a?
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Ein allgemeiner Beweis ist natirlich erlaubt!

N

—ql 2

0(4]-2[1)

re

Gb5 - Lange und Winkel

Aufgabe 16

a) Versuchen Sie, die Behauptung im Kasten wenigstens an
einem Beispiel zu Uberprifen.
Wéhlen Sie dazu die Ebene F aus Aufgabe 7b), S. 10.

b) Ermitteln Sie mit Hilfe von Normalenvektoren den Schnitt-
winkel der Ebenen E und F aus Aufgabe 7, S. 10.

c) Die Lange eines Vektors p kann auch als Abstand zweier
Punkte gedeutet werden: der Abstand vom Nullpunkt
zum Punkt P (an dem der Pfeil p endet).

Bestimmen Sie den Abstand der beiden Punkte P und Q
mitP = (-1]2|3) und Q = (4|-2]| 1) (siehe Abb.).

E: X-fi=d bzw. [ X, || b| =d

Ist ein Normalenvektor einer Ebene bekannt,
so steht die linke Seite der Gleichung

in Koordinatenform fest:

X-n = ax; + bx, +cx;.

Ist ein Punkt P = (p,|p,| ps) bekannt, so ist
d = ap, + bp, +cp;

und die Gleichung komplett.

Sie haben in Aufgabe 16 zumindest an einem Beispiel ge-
zeigt, dass n senkrecht auf der Ebene, auf jedem Vektor der
Ebene steht.

Ist dann nebenstehende Schreibweise nicht ein Widerspruch
dazu, wenn d nicht gerade 0 ist?

e Zunéachst einmalist X ein Punkt der Ebene.

Deutet man X als Pfeil bzw. Vektor x, so zeigt dieser vom
Ursprung auf den Punkt X. x liegt also im Allgemeinen
nicht in der Ebene, das Skalarprodukt ist dann tatsachlich
verschieden von 0.

e Wahlen Sie einen festen Punkt P der Ebene aus. Dann ist
x - p der Pfeil von P nach X und dieser liegtin der Ebene,
d.h. auf diesem Vektor steht der Normalenvektor senk-
recht. Es ist daher

(x - p)-n=0oderauch (X-P)-n=0.

Diese Gleichung beschreibt umgekehrt auch die Ebene (die
Menge aller Punkte X der Ebene), auf der P liegt und die
senkrecht zum Vektor n ist. Man kann sie noch umformen zu

X-n=P: n.

Und P - n ist eine Konstante, die oben d genannt wird.

Aufgabe 17

Erstellen Sie eine Ubersicht der bisher behandelten Inhalte,
die auch noch Ergdnzungen zulésst.

Diese Ubersicht soll Ihnen einerseits helfen, die folgenden
Aufgaben zu bearbeiten, andererseits werden einige der Auf-
gaben auch zu Erganzungen oder Korrekturen in lhrer Uber-
sicht Anlass sein.
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V. Kurzester Weg

Entfernung auf der Erdoberflache

Um die Entfernung zweier Orte auf der Erdoberflache zu be-
stimmen, ist es zundchst einmal notwendig, sich Uber die Art
des Verbindungsweges zu verstandigen.

Die kirzeste Verbindung zweier Punkte ist ja normalerweise
(d.h.in einer Ebene) eine Gerade. Bei groBen Entfernungen
auf der Erde misste man dazu Tunnel graben.

Vielleicht sind Sie schon
einmal mit einem Passa-
gierflugzeug geflogen
und haben sich Gber die
scheinbar ungiinstige
Flugroute gewundert,
die im Display angezeigt
wird, z.B. bei einem Flug
von Frankfurt nach Los
Angeles: ,Warum flie-
gen die tber Grénland,
wenn es doch direkt viel ndher wére?”

Die vermeintlich glinstige Route (gestrichelt dargestellt) ist
etwa 10.600 km lang, die vermeintlich unglnstige dagegen
nur etwa 9.300 km.

Woran kann das liegen?
e Sehen Sie sich die Situation auf der Erdkugel an.

e Experimentieren Sie mit dem zugehdérigen Applet.

Versuchen Sie zu beschreiben, wie die Sie die klirzeste Ver-
bindung zweier Punkte (oberirdisch) berechnen wiirden.

RS Aner rormgen Ut farWarel WeLoro 2

Dotw  Bawbsiee dnecht  Favorten Edras T -
" ] [ % . ! ¥

Qoo - D W] @0 s e @ 3005 GE WD B

Aresse ] st S ton 1K b 4 il | B wermnai  Leis

e r['r&- k=
s

Kilrzeste Verbindung zweler Punkte auf siner Kugsl

Appet 1
Ebboe  Fuge

Appiet | aurds sraleil

] it e o eta. Crndy it Rated 4 avsetspists

Das Applet 1 zu G5 ist links abgebildet.

Dort wird die kiirzeste Verbindung
zweier Punkten C und B dargestellt
in der Ebene und auf der Kugeloberflache.

Bewegen Sie einen der Punkte
in einem der Fenster,

so dndert sich das Bild

im anderen Fenster simultan.

17
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A (Mittelpunkt)

b = Anteil am Umfang
[0 ¢

= 21T
360°

Gb - Klrzester Weg

Bewegt man sich auf einer Kugeloberflaiche, so bewegt man
sich auf einem Kreisbogen. Um den kirzesten Weg zwischen
zwei Punkten zurlickzulegen, ist eine Aufteilung dieses Weges
in mehrere verschiedene Kreisbégen nur sinnvoll, wenn es
unter bestimmten Bedingungen verschiedene optimale Kreis-
bdégen — also mit minimaler Lange — gébe.

Die Lange eines Kreisbogens hangt ab vom Radius des Krei-
ses und dem Mittelpunktswinkel.

Das Applet 2 erlaubt es, den Mittelpunkt des Kreises so zu
verschieben, dass der Kreis stets durch die Punkte B und C
geht. Sie kdnnen dabei beobachten, wie sich die Ldnge des
Bogens zwischen B und C verdndert, im Bezug auf den an-
fangs gewahlten Mittelpunkt A und auch im Bezug auf die
Streckenlange |BC|. Diese Ladngen werden im Applet ange-
zeigt.

Situation 1 Situation 2

In beiden Situationen ist der Kreis um A unverandert geblie-
ben, der Mittelpunkt D wurde verschoben, die zugehdrige
Bogenlange hat sich dabei gedndert: Je groRer der Radius,
desto weniger gekrimmt ist der Bogen und dessen Lange
nimmt damit ab (und kommt der Strecke und deren Lange
immer naher).

Der gro3te Radius fir einen solchen Kreis auf der Erdkugel ist
aber der Erdradius mit ca. 6371 km, als Mittelpunkt bleibt nur
der Erdmittelpunkt. Ein solcher Kreis heil3t GroBkreis. Die
Aquatorlinie und alle Langenkreise sind GroRkreise, die restli-
chen Breitenkreise dagegen nicht.

Es gibt also im Falle der Bewegung auf der Erdoberflache
bzw. anderen Kugeln nur einen optimalen Kreisbogen:

Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten
ist auf der (Erd-)Kugel jene langs eines GroRRkreises.
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Beispiel:

Nachrechnen des kiirzesten Weges zwischen Frankfurt =
(8,68° 0; 50,11° N) und Los Angeles = (118,24° W; 34,05° N).

1. Berechnung des sphédrischen Winkels o mit dem Skalar-
produkt, daher zundchst Umrechnung der Kugelkoordina-
ten in kartesische Koordinaten.

Punkte auf der Erdkugel berechnen (Héhe nicht berlicksich-
tigt) = r = 6371.

Frankfurt = F = (f;|f,|f;) mit

f, = 6371 -cos 8,68°-cos 50,11° = 4039,0
f, = 6371 -sin 8,68° - cos 50,11° = 616,6
f; = 6371 -sin 50,11° ~ 4888,3

Los Angeles = LA =(a,|a,|a3) mit

a, = 6371 -cos (-118,24°) - cos 34,05° = -2497,7
a, = 6371 -sin (-118,24°) - cos 34,05° = -4650,4
a; = 6371 - sin 34,05° ~ 3567,2

Uberlegungen zu LA: ¢ ist gerundet 34,05° N = x;-Koordinate > 0.
N ist gerundet 118,24° W
= x,-Koordinate < 0, da links vom Nullmeridian.
Bei 90° W wird die x,-Achse lberschritten und damit ist
die x;-Koordinate < 0.

Da fur |F| und |[LA| = 6371 gelten muss, ist
F-LA _4.481.896,82 ~0,1104 > o = 83,7°
63712 40.589.641

cosa =

2. Berechnung der Bogenlénge (sphédrischer Abstand oder
orthodromer Abstand)

o 83,7°
-21-r=

360° 360°

Die kiirzeste Verbindung betragt gerundet 9.307 km, das ent-

spricht obiger Angabe von ,etwa 9.300 km*“. Rundet man a
weniger stark, ergibt sich 9.303 km.

b= -2m-6371=0,2325-40.030,1736 = 9.307

Aufgabe 18

a) Berechnen Sie den sphéarischen Abstand zwischen Ham-
burg und Osnabrlck. (Koordinaten in Aufgabe 12)

b) Langstreckenflige haben zumeist eine Flughdhe von ca.
12 km (Uber dem Meeresspiegel).
Welche Lange hat in dieser Hohe der klirzeste Weg zwi-
schen (12 km Gber) Frankfurt und (12 km (ber) Los Ange-
les?

c) Wie andert sich eigentlich der Umfang eines Kreises mit
dem Radius 6371 km, wenn dieser um x km vergréRert
oder verkleinert wird?

Definieren Sie eine Funktion, welche fir jede Anderung
des Radius die prozentuale Anderung des Umfangs aus-
gibt (bezogen aufr = 6371).

19

F =~ (4039,0/616,6|4888,3)

LA=(-2497,7|-4650,4|3567,2)

~ 83,7°

Q
v

(o
g

9.307

Die tatséchlich zuriickgelegte Wegstrecke hédngt
zusétzlich u.a. von Windverhéltnissen und Uber-
flugsrechten ab. Zudem muss das Flugzeug ja
die FlughGhe erst erreichen und rechtzeitig vor
dem Landen wieder verlassen.

Wie dndert sich die Lange eines Kreishogens?
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VI. Aufgaben

mit Inhalten zu allen Kapiteln

Aufgabe Abstiande 19

Skizze nicht malRstabsgerecht.

G5 - Aufgaben

Abstandsberechnungen kénnen zuriickgefiihrt werden auf
den Abstand zweier Punkte.

Sie berechnen in dieser Aufgabe den Abstand eines Punktes
zu einer Geraden, einer Ebene und einer Kugel. Die dabei
angegebenen Strategien sind nicht die einzig méglichen.

a) Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt P mit

1 1
g: X=| 0| +s:| 2| undP =(1]1]2).
2 -1

Gesucht ist der Abstand des Punkte P zur Geraden g.

o ® Ebene E bestimmen, die senkrecht zu g ist (siehe da-
O zu den Kasten auf S. 15) und P enthélt.
9 @ Schnittpunkt S von E und g berechnen (Gleichung
© von g in E einsetzen), S ist FuBpunkt des Lots von P
) auf g.

® Abstand der zwei Punkte P und S berechnen.

b) Gegeben ist eine Ebene F und ein Punkt Q mit
F: 3x;4+ 2x,-x3=2 und Q = (1]0]15).
Gesucht ist der Abstand des Punktes Q zur Ebene F.

o @ Gerade h bestimmen, die senkrecht zu F ist und Q
O enthélt (Lotgerade durch Q)
9 ® Schnittpunkt R von F und h berechnen (Gleichung
© von h in F einsetzen), R ist FuBpunkt des Lots von Q
) auf F.

® Abstand der zwei Punkte Q und R berechnen.

c) Beschreiben Sie, wie Sie den Abstand zweier paralleler
Geraden, zweier paralleler Ebenen bzw. einer Geraden
von einer Ebene, zu der sie parallel verlauft, berechnen
wilrden (gemeint ist jeweils parallel und verschieden).

d) Gegeben ist eine Kugel K und ein Punkt T mit
K: Mittelpunkt M = (-1]2]|1), Radiusr = 4
und T = (5|4]-2).

Gesucht ist der Abstand des Punktes T zur Kugeloberfla-
che.

Die Abbildung zeigt eine Strategie zur Lésung.

e) Der FuBpunkt des Lots von T auf die Kugel in Aufgabe d)

heiRe U.

Bestimmen Sie eine Tangente an die Kugel im Punkt U.
Wieso ist die LOsung nicht eindeutig?

Bestimmen Sie eine Ebene, welche die Kugel im Punkt U
beriihrt, also eine Tangentialebene in U.
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a) Es gehtin dieser Aufgabe noch einmal um das Berech-
nen einer Position ansatzweise wie ein GPS-Empfénger.
Verwenden Sie dazu nach Mdglichkeit ein CAS.

Auf einem Schiff wird mit GPS die Position bestimmt.
Der Empfanger erhélt von drei Satelliten Daten, namlich
jeweils deren Mittelpunkt Sat; und den zum Empfénger
gemessenen Abstand d; (i = 1, 2, 3):

Sat, = (7.625|-18.872|17.080) d, = 22.171

Sat, = (13.677|-5.806|22.028) d, = 20.536

Sat; = (15.023|16.111|14.858) d; = 22.726
Angaben in km.

Berechnen Sie aus diesen Angaben die Position.

b) Zur Modellierung von Flugbahnen verwendet man haufig
Ebenen bzw. Geraden. Vergleichen Sie diese Modellie-
rung mit jener durch einen GroRRkreis
* beieinem Langstreckenflug von Frankfurt nach Los

Angeles (Flughdéhe 12 km)
* beieinem Flug von Hamburg nach Minchen (Flug-
héhe 10 km).

Der Start- und Landevorgang wird vereinfachend nicht
betrachtet, die Flige beginnen bzw. enden im Modell in
Flughéhe dber dem jeweiligen Ort.

a) In einem linearen Gleichungssystem mit drei Variablen
kann man jede der Gleichungen als Ebene deuten.
Beschreiben Sie fir ein System mit drei Gleichungen
(und drei Variablen) innerhalb dieser Deutung die maogli-
chen Lésungen in Abhangigkeit von der Beziehung der
Ebenen untereinander.

b) Ein lineares Gleichungssystem wird oft so dargestellt:
I agXy + 8%, + 8% = b,

Il a,x, + a,X, + a,X; = b,, selten jedoch so:

I ayx, + agpX, + agX, = by
an ap a3 b,

X, | 81| +X,°[ 8| +X5| By3| = | ;| oder
as a3 33 b,

X A +x,°A, +x3-A; = B

als Linearkombination hier von drei Vektoren. Die L6-
sungsmenge ist dann die Menge aller (x,|x,|X3), sodass
die Linearkombination der Vektoren A,, A,, A; den Vektor
B ergibt.

Betrachten Sie den Fall, dass die Vektoren A; und A, line-

ar abhéngig sind.

* Untersuchen Sie, welche Auswirkungen dies auf die
Lésungsmenge hat.

» Vergleichen Sie Ihre Uberlegungen mit jenen zu a).

2 Aufgabe Erdkugel

Frankfurt 8,86° O; 50,11° N

Los Angeles 118,24° W; 34,05° N

Hamburg 10° O; 53,6°N

Miinchen 11,8° 0O; 48,3° N
Aufgabe

21 lineares Kombinieren

a,, a

d; a

aH

821 +x2~ a22 +x3~
a a

Xy

31 32

b1
Matrix | @5, @,, 8, | b,| wird aufgeteilt:
bS

a3
a5
a

33
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a) Gegeben sind die Ebene E : x; + x, + 3x3 = 6 und zwei

Aufgabe Winkel 29 Punkte A und B, mit A = (3]105) und B(2|0|5).

e Gesuchtist ein Punkt R auf der Ebene E, sodass ein

10 Lichtstrahl von A nach R, der an der Ebene E reflek-
A tiert wird, durch B geht.
Ermitteln Sie dann den Einfalls- und Ausfallswinkel
fir den Lichtstrahl.
O
B
10
10
E OR:. L@
., o
@,
® Lot von A auf Ebene E Ebenc E
@ Schnittpunkt mit Ebene: L ) AN
® A gespiegeltan L: A’ ".“A ®  Links finden Sie eine Strategie fiir die Bestimmung des
@ Verbindungsgerade BA' Punktes R. Wie erhdlt man jetzt die gesuchten Winkel?

® Schnittpunkt mit E: gesuchter Punkt R

Winkel zwischen Ebene und Gerade  b) Bestimmen Sie den Winkel zwischen der Ebene E (s.0.)

3 1
und der Geraden g: X=[ 10| +s-| 4{.
5 2

c) Die GPS-Satelliten sind gruppenweise auf sechs verschie-
dene Bahnebenen verteilt, die jeweils eine Neigung von
55° zur Aquatorebene haben und um 60° lingenversetzt
sind.

* Beschreiben Sie die mdgliche Lage dieser sechs Ebe-
nen mit einem Schaubild und/oder mit Text.

* Links sind zwei dieser Ebenen zusammen mit der
Aquatorebene (blau bzw. dunkel) abgebildet.
Entwickeln Sie fiir eine der beiden Ebenen eine zu-
gehorige Gleichung (Parameter- oder Koordinaten-
form) und fahren Sie diese in die andere Art der Dar-
stellung Uber.

Geben Sie auch eine Gleichung der zweiten Ebene
an.

d) /In G2 haben Sie das Skalarprodukt als algebraische Kurz-
schreibweise kennen gelernt. In dieser Aufgabe geht es
um eine geometrische Interpretation.

Die Vektoren a und b schlieBen den spitzen Winkel o ein.
Den Vektor b, (ein Vielfaches des Vektors a) bezeichnet
man als senkrechte Projektion von b auf die durch a fest-
gelegte Gerade (siehe Abbildung).

* Zeigen Sie, dass |b,| = |b|-:cos a gilt.
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. L 1
* agseider Einheitsvektor zu a, also a, = —-& und
|

daher |ag| = 1.
Zeigen Sie, dass dann folgt: b, = |b|-cos a - a,,.

* Zeigen Sie,dassa-b =a-b,.

J Uberlegen Sie, was sich bei den vorstehenden Teil-
aufgaben andert und was giltig bleibt, wenn fir o gilt
o = 90° oder 90° < o < 180°.

Es geht es noch einmal um die Flugroute von Frankfurt nach
Los Angeles (siehe 18b), S. 19), wobei Sie ein einfaches Mo-
dell fiir den Start der Maschine in Frankfurt bearbeiten.

e Bestimmen Sie die Ebene des GroRkreises (Radius =
6383 km), auf dem im Wesentlichen der Flug verlauft.

In dieser Ebene soll auch die Startgerade verlaufen. Dabei
hebt das Flugzeug mit einem Winkel von ca. 11,5° von der
Startbahn ab und bewegt sich ndherungsweise auf dieser
Geraden, bis die Flughohe erreicht ist (sehr starke Vereinfa-
chung der Realitat in diesem Modell).

* Ermitteln Sie diese Startgerade. Bestimmen Sie, wie viele
Kilometer das Flugzeug auf dieser Gerade zurlicklegt, bis
es die Flughéhe erreicht.

GPS Empféanger mit Atomuhr wéren zu teuer und zu schwer,
statt dessen werden normale Quarzuhren verwendet. Das hat
zur Folge, dass die Zeit zwischen Satellit und Empfanger nicht
synchron ist. Es ergibt sich ein ,Zeitoffset” dt.

Dieser Uhren-Offset dt des Empfangers ist gegeniber den
Satellitenuhren fir alle Satelliten gleich. Alle Entfernungsmes-
sungen sind um den gleichen Anteil ¢ - dt zu kurz oder zu
lang (c = Lichtgeschwindigkeit).

Da die Messungen nicht die wirklichen Entfernungen r; lie-
fern, werden sie auch ,,Pseudo-Entfernungen” p; (pseudo-
range) genannt. Anstelle vonr; = |S; - P| messen wir
Pp,=|S;-P|l+c-dt=r+c dt

Das bedeutet z.B. fiir die Ebene, dass die Kreise jetzt gedn-
derte Radien haben, ndmlich p; statt r, und sich daher nicht
mehr in einem Punkt schneiden (siehe Abbildung. Hier sind
alle Kreise grofer geworden.). Das liegt an der 4. Unbekann-
ten dt.

Eine Mdglichkeit, dieses Problem zu lésen, waren die Daten
eines weiteren Satelliten: eine weitere Gleichung.

Moderne GPS-Empfanger, synchronisieren ihre interne Uhr
durch Beispielrechnungen: sie dandern ihre Uhrzeit so lange
ab, bis sich die Kreise in einem Punkt schneiden.

Mit beiden Methoden ist die Empfanger-Uhr synchron zu den
Atomuhren, jedenfalls fiir kurze Zeit.

* Entwickeln Sie ein konkretes Beispiel in der Ebene (ana-
log der Abbildung) und fiihren Sie damit beide Methoden
zur Zeitsynchronisierung durch.

23 Aufgabe Flugbahn

24 Aufgabe GPS-Zeitfehler

Siehe dazu das Applet 3 zu G5.

Die oben abgebildete Situation kann dort
mit einem Schieberegler verandert werden.

23
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VII. Riickschau

mit Selbsteinschatzung

- G5 - Analytische Geometrie
Uberblick-Grafik

Versuchen Sie, einen Uberblick
iiber die Inhalte dieses Themen-
bereichs zu gewinnen.
Uberlegen Sie dabei auch, was
Ihnen dabei wichtig erschien.

Stellen Sie das nach Ihrer Mei-
nung Zentrale in nebenstehen-
dem Kasten dar und verwenden
Sie dazu graphische Elemente
(z.B. Mind Map, Concept Map,
eine Grafik, ...).

Wichtig ist, dass Sie diese Uber-
sicht selbst gestalten und nicht
irgendwo kopieren.

Uberblick-Text

Wenn Sie méchten, kdnnen Sie
hier maximal drei Punkte nen-
nen, die lhre obige Darstellung
erganzen oder erldutern.

Vemetzungen 2
Welche Verbindungen zu friihe-
ren Themenbereichen sehen
Sie?

Sind lhnen Inhalte und/oder Me-
thoden aus diesem Themenbe-
reich schon aulRerhalb des Ma-
thematikunterrichts  begegnet

und wenn ja, wo?
(Kann z.T. in obige Grafik eingebaut werden)




Gb5- Selbsteinschatzung | 25

Im Riickblick sollten Sie sich auch fragen, ob Sie die am Anfang des Heftes stehenden Kompetenzen erworben haben. Schatzen
Sie sich selbst ein und kreuzen Sie in der Tabelle jeweils die am ehesten zutreffende Antwort an:

Ich kann im Raum Geraden und Ebenen beschreiben (auch als
Linearkombination) und weil, wie sie zueinander in Beziehung
stehen.

Ich kann zum Messen von Lange und Winkeln bei Vektoren den
Betrag und das Skalarprodukt verwenden.

Ich habe mir mdgliche Darstellungen einer Kugel erarbeitet und
so auch den Umgang mit den geographischen Koordinaten (Ku-
gelkoordinaten) gelernt.

Ich wei8, wie auf der Oberflache einer Kugel die kiirzeste Entfer-
nung zwischen zwei Punkten bestimmt wird.

Ich kann geeignet zwischen kartesischen und geographischen
Koordinaten wéhlen.

Haben Sie Kompetenzen nicht erworben oder nicht so, wie Sie es sich erhofft hatten, notieren Sie sich, woran es gelegen haben
konnte. Uberlegen Sie zugleich, ob Sie in lhrem eigenen Verantwortungsbereich Méglichkeiten sehen, den Erwerb von Kompeten-
zen zu verbessern.

ESY




26

VIII. Losungsvorschlage

G5 - Lernheft

zu den meisten Aufgaben, z.T. in Kurzform

Aufgabe 1 S.2
Geometrische Lésung:

Abstand zu S, ist 4 = Position x, = ~6 oder x, = 2

Abstand zu S, ist 2 = Position x, = 2 oder x, = 6
Ubereinstimmung bei x, = 2, das ist also die Position von P.
Formal rechnerische Losung:

[Xp = Xg| = 4und [ xp = Xg| = 2

Xpt2 =4=x,=2o0derx+2 = -4=x, = -6 und
Xp-4=2=x,=6o0derx,-4=-2=x,= 2.
Ubereinstimmung bei x, = 2, das ist also die Position von P.
Die Messung mit nur einem ,Satelliten” kénnte ausreichen,
wenn nur ein bestimmter Abschnitt der Achse in Frage kommt.

Aufgabe 2 S.2
Geometrische Lésung:

Nebenstehend eine der bei-
den méglichen Lésungen, wo-

©S,  beiS;als Abstand etwa 4
meldet. P liegt dann etwa bei
(0,1]2,9).

6
!
t

» Rechnerische Losung:
¥ (x=5)2+(y-4)* = 5%und
(x+2)%+ (y-5)* = 37
x2 - 10x + 25 + y*- 8y + 16 = 25 und
X+ Ax + 4 + yz -10y + 25 = 9. Vereinfacht ergibt sich
I x>+ y2-10x- 8y +16 = 0
%%+ y2 + 4x - 10y +20 = 0.
= |-l -14x + 2y-4 =0,alsoy = 7x + 2.
Eingesetzt etwa in | folgt 50x” - 38x + 4 = 0 und damit

X=Ei @ also x; = 0,1262 und x, = 0,6338.
50 50

Wir wahlen Lésung x, fir den Standort P und erhalten durch
Einsetzen y, =2,8836. Damit ist P = (0,12622,8836)

Der Abstand zwischen P und S ist etwa 4,0436.

Wenn der 2. Schnittpunkt, der bei zwei Kreisen auftritt, ausge-
schlossen werden kann, sind zur Positionsbestimmung nur zwei
Satelliten notig.

Aufgabe 3 S.3
A, = (2]0]0),A, = (4]0]0), Ax,
A, =1(4]2]0), A, = (2]2]0); B,=(2/2(2)

X
B1:(2|0|2)rBz:(4|0|2), 2 '
By =1(412]2),B,=(2]2]2). A A=(21210)

y 4 A;=(4]2]0)
X

Aufgabe 4 S.3

a) Zwischen den mit x, und x, gekennzeichneten Strecken ist
ein rechter Winkel. Daher gilt x,” + x,” = 2%
Die mit zund x5 gekennzeichneten Strecken stehen eben-
falls senkrecht aufeinander, daher ist 2 + x,” = . Ersetzt
man z% entsprechend der ersten Beziehung, erhalt man die

Behauptung. Siehe folgende Abbildung.
X b)

A Den Abstand ei-
nes Punktes P
vom Nullpunkt
bzw. die Lange
des entsprechen-
den Pfeils kann
man Uber die Ku-
gelgleichung er-

X4 halten, wenn man

P als Punkt auf der

Oberflache einer Kugel mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt

deutet: |P| = |B| =‘lp12+p22+p32 = Radius .

Der Abstand zweier Punkte lasst sich darauf zuriickfiihren:
der Pfeil wird verschoben.

c) Derneue Mittelpunkt bedeutet eine Verschiebung einer
jeden Koordinate von Punkten auf der Kugel:
(X = my)? by = )+ xg - mg)t = rh

PPy P2 P2

Aufgabe 5 - paradigmatisches Beispiel S. 4
Lésung fiir b), zweiter Absatz:
(=3)2 + (x,-2)% + (x-2)* = 3,32 =
I x,2-6x,+9 + X7~ dx,+ 4 + x3'-dxg+4 = 10,89
Il x,2 + X, + Xy =1
Die Punkte, die zur Schnittmenge dieser beiden Kugeln geho-
ren, miissen beide Gleichungen erfiillen.
=1 6x;+ 4x, + 4x3-17 = -9,89 =
Bx; + 4x, + 4xg =711]-100
E,: 600x, + 400x, + 400x; = 711
E;: 100x; + 100x, + 150x; = 194
E, - 4-E,= 200x, - 200x; = -65.
Auflosen nach x5 und Umformen fihrt auf die Gerade g mit

0 1
g: X=[1,4525( +A-[ -2,5] (siehe S. 9).
0,325 1

Aufgabe 6
Keine Hinweise

a) L oxy=1-AN+2u = AN=14+2u-x; = -1-x,+2x,
. x,=1 +u = M=-1+X,
M. xg=-1+2A-p
eingesetztinlll: xg = -1 -2 - 2x; + 4x, + 1 - x,
zusammengefasst folgt: 2x, - 3x, + x; = -2, also
E: 2x, - 3x, + X3 = -2 (in Koordinatenform).

S. 10

b) x; =3 - 2x, + 0x; bedeutet

3-2s-0r 3 -2 0
X= S =[ 0] +s-| 1]+r|0].
r 0 0 1

Dies ist die Parameterform zu F.
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c) Strategie (1):

LGS mit 2 Gleichungen [ 2%, - 3%, + x3= -2
I x; + 2x, =3

Die linke Seite von | kann nicht Vielfaches von Il sein, da

dort x4 nicht vorkommt, also beliebig ist.

= Eund FJ, sie schneiden sich in einer Geraden:

Il = x; = 3 - 2x, und damit ist

= X3=~-2-6+4x,+3x, = -8 + 7x,.

Fiir die Schnittgerade g ergibt sich die Geradengleichung

3 -2
gp X=| 0 [+N] 1
-8 7
Strategie (2): (mit Parameterform)
3 -2 0 1 -1 2
Of+s-| 1 |+r{Of =] 1 |+u:| O]~+t] 1
0 0 1 -1 2 -1
I -2s +u -2t = L+ 2-1]
s -t = 1 >
I r -2u +t = -1
| -2s +u -2t = -2 I
” u _4t = 0 o0 U=4't
If r -2u o+t = -1
Eingesetzt in die rechte Seite obiger Gleichung folgt
1 -1 2 1 -2
1 +4t-) O f+t{ 1| =] 1]+t 1] und
-1 2 -1 -1 7
1 -2
damitg,: X = | 1|+t 1
-1 7

Man (berpriift leicht, dass beide Stiitzpunkte auf ,beiden”
Geraden liegen miissen, die Richtungsvektoren stimmen
iberein. Also ist g, = g,.

Aufgabe 8 S.10
Keine Hinweise

Aufgabe 9 S. 11

a) Ebene E: z.B. A als Stiitzpunkt wahlen und die Vektoren
B-A und C-A als Richtungsvektoren liefert eine Parame-

terform:

-1 3 1
E: X=| 6 [+A-| 4] +p-| 1

1 1 -2
Eliminieren von A und p fiihren auf die Koordinatenglei-
chung:
I x, = -1 +3Ah +p i
'x, = 6 -4\ +y >

2-1+1

Mox = 1 +A -2y

27
I X, = -1 +3\ +p
I x,-x, = -7 +I\ — > ergibt
-1
M 2x,+x, = -1 +7N

E: Xy + X, + X3 = 6.
Die Gerade durch P und Q hat z.B. die Geradengleichung

0 6
g: X=| 6| +v-[ 0|, wenn P als Stiitzpunkt und Q - P
6 0

als Richtungsvektor gewahlt wird.

b) Zur Berechnung der Achsenschnittpunkte setzt man die
Koordinaten der nicht betroffenen Achsen gleich Null und
erhdltso S; = (6]0]0), S, = (0]6/0), S; = (0]0]6).
Die Kantenlange des Wiirfels ist 6, wegen der gegebenen
4 Eckpunkte muss der 4. Eckpunkt in der x,x,-Ebene
(616]0) sein, der Eckpunkt senkrecht oberhalb dann
(6]6]6), das ist aber Q. Der Eckpunkt senkrecht oberhalb
von S, lautet analog (0|6 |6), das ist P..

! A Xy
ky = 1
6 S; P
1 \\‘Eberl‘?.F
Q
———
I 23 gV o
> 4
S

c) DaPund Q Eckpunkte des Wiirfels sind und R auf der Wiir-
felkante senkrecht oberhalb von S, liegt, muss der Schnitt-
punkt mit der x;-Achse dieselbe x;-Koordinate wie R ha-
ben: F schneidet die x;-Achse in (0|0 4).

Die Ebene F zerlegt den Wiirfel in zwei Prismen. Das ,obe-
re” Prisma hat ein rechtwinkliges Dreieck als Grundflache,
das ,untere” ein Trapez. Es ist Vyyyy = 6° = 216.
.Oberes” Prisma: Grundflaiche = %2 - 6 - 2, Héhe = 6, also
Voberes Prisma — 6:-6=236= Vunteres Prisma — 180.

Verhéltnis der Volumenanteile ist dann 36 : 180 = 1: 5.

Aufgabe 10 S. 11
Keine Hinweise, Lsung steht in der Aufgabe.

Aufgabe 11 S. 12

Geographische Koordinaten = kartesische Koordinaten

A ) = (x]%,] %)
Die Herleitung beginnt mit der ,einfachsten” der drei Koordina-
ten, ndmlich x5, weil dort nur ein Winkel auftaucht.
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X3 Koordinate: Mit den A x;
Bezeichnungen der Ab-
bildung ist im oberen

rechtwinkligen Dreieck <

P(p,| P, | ps)

. Ps
sin @ = — und damit o
¢ r Q\ p3

ps = r-sin ¢ (0°<$p<90°).

X, Koordinate: Im oberen
rechtwinkligen Dreieck ist

z
cosb=—-, T

r y ........... >

. . p
im unteren sin A = —=. H
Z B LTI T LI LTI T I T T I TP T T -

Durch Multiplikation folgt
. p .
cos @-sinA = “Z haw. p, = r-sin A -cos ¢.
r
x; Koordinate: Im unteren rechtwinkligen Dreieck ist

p .
cos A = —. Damit folgt analog p; = r- cos ¢ - cos A.
z

Aufgabe 12 S. 12
a) A=10°und $=53,5°
= X, = 6371-cos 10° - cos 53,5° = 3.732
X, = 6371 -sin 10° - cos 53,5° = 658
X3 = 6371 - sin 53,5° = 5121
b) x;= 5041 = r-sin .
Die Daten ergeben als Radius ungefahr 6371. Also ist

¢ =arcsin 5041 =arcsin 0,79124 = 52,30°.
6371

X, = 542 = 6371 - c0s 52,3° - sin A. Daraus folgt

n— 92 arcsin0,13912=8,00°,
6371-cos 52,3°

Die analoge Berechnung mit x, liefert ebenfalls A = 8,00°.
c) Die Berechnung erfolgt analog, beide Positionen liefern als
Erdradius etwa 1. Fiir die gerundeten Koordinaten aus Auf-
gabe 10 folgt:
Pos, = (17,4°0; 57,2° N) und Pos, = (68,9° 0; 37,6° N).
Pos, liegt norddstlich von Hamburg in Nordeuropa, Pos,
liegt in Asien (Tadschikistan), kommt also nicht in Frage.
Die Person befindet sich als in Pos,.

al  |X| =y/16+9+25 =50~ 7,07 WA

b) Sei X = (x;]x,|x3) und die Hilfslinie
heie h. Dann ist
Lénge des Pfeils” = h? + x,” und
h? = x,” + x,’. Eingesetzt ergibt
sich die Behauptung.
Der Beweis lgsst sich analog mit
den konkreten Koordinaten fiihren.

A=arcsi

G5 - Lernheft

Aufgabe 14 S.15
Es dndert sich das Vorzeichen des Skalarprodukts:

7 -4
47,=| -8|:| 4 [=-28-32-9=-69. Damit st

-3 3

cosa = -0,9756 und o = 167,3°.
Berechnet wird also der Winkel quasi zwischen den Pfeilspit-
zen, die beiden maglichen Ergebnisse erganzen sich zu 180°.

Aufgabe 15 S. 15

a) cos 90° = 0, also folgt aus 3-b=0 3Lb. Stehen zwei
Vektoren senkrecht zueinander, folgt umgekehrt 3-b=0.
Weil die Berechnungsformel nur Null wird, wenn der Z&h-
ler Null ist, spielen die L&ngen der Vektoren (jeweils posi-
tiv) in diesem Fall keine Rolle.

b) Der Betrag eines Vektors gibt seine Ladnge an. Multipliziert
man einen Vektor mit dem Kehrbruch seiner Lange, hat
der sich ergebende Vektor die Lange 1.

o) Oyl xaxg) - yq [ Y2l vs)
= Xq¥1 XV F Xg¥3 =ViXq F YKo+ VaXg
denn die Multiplikation von Zahlen ist kommutativ
= (yalvalya) - ([ xg [ xg).

Aufgabe 16 S. 16
a) Normalenvektor zu F sollte n; = (1] 2]0) sein. Die Para-
3 -2 0
meterform zu F lautet X=| 0| +s-| 1 | +7r-| O undes
0 0 1
-2\ (1 0) (1
git| 1]-[2|=-2+2+0=0und | 0f-] 2| =0.
0 0 1) \0

Der Vektor (1|2 0) steht also senkrecht auf den beiden
Richtungsvektoren und damit auch auf jeder Linearkombi-
nation der beiden:

-2 0 1 -2s) (1

s 1 {+r{Of]-[2(=] s |2

0 1 0 r 0
Es handelt sich also um einen Vektor, der senkrecht auf
der Ebene F steht, denn der Stiitzpunkt bewirkt lediglich
eine Parallelverschiebung der Ebene.

b)  Fir sich nicht senkrecht schneidende Ebenen gilt wie fir
entsprechende Geraden, dass es theoretisch zwei Schnitt-
winkel gibt, ndmlich einen spitzen und einen stumpfen
Winkel, die sich zu 180° erganzen. Normalerweise gibt
man den spitzen Winkel an. Der Winkel zwischen den Nor-
malenvektoren ist offenbar einer der méglichen Schnitt-
winkel, denn es entsteht dabei ein Viereck mit zwei 90°
Winkeln und dem Schnittwinkel o der Ebenen. Der Winkel
zwischen den Normalenvektoren ist daher 180° - .
Esistng = (2|-3|1) und ny = (1]2]0).

=-2s+2s=0.

2 1
=312
COSO = 1) \0 :|2_6+0|z0,4781
2 1 \/ﬁ\/g
=31|-f 2
1 0

= o = 61,4°
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¢c) Q-P=(4|-2]1)-(-1]2|3)=(5]-4]|-2)=
Abstand der beiden Punkte: |Q-P| = |PQ| = /45 = 6,7.
Aufgabe 18 S. 19
a) H=(3732]658|5121), 0=(3858|542|5041) gerundet.
Der sphérische Winkel ist etwa o = 1,8°. Daraus ergibt
sich als sphérischer Abstand etwa 200 km.
b) F=(4039|616,6|4888,3),
LA=(-2497,7|-4650,4|3567,2) jeweils gerundet.
Der spharische Winkel ist so B = 83,7°. Daraus folgt fiir
die Weglange in 12 km Hohe etwa 9325 km.
Mit weniger Rundung ergibt sich nur 9320 km.
o )= neuer Umfang- alter Umfang_mO:
alter Umfang
fx) = 211 (6371+x)-2m-6371 100 = 211X 100 =
211-6371 211-6371
f(x) =——-100
6371
Aufgabe 19 S. 20
a) @ Ebenengleichung:
Senkrecht zur Geraden heillt senkrecht zum Richtungs-
vektor der Geraden: als linke Seite der Ebenengleichung
wéhlt man 1x, + 2x, - 1x;. Da P auf der Ebene liegen soll,
muss die rechte Seite 1 + 2 - 2 = 1 sein. Daher ist
Eixy+ 2x,- x3=1.
@ Schnittpunkt S (Gerade g mit Ebene E):
1+s+4s-2+s=6s-1=1=s= 1. Damitist
S =14(4]2]5).
® Abstand |PS|:
[S-P| = |a(4]2]5)- (1|1]2)| = |w(1]-1]-1)]| =
[PS| = 1/3\/§ = Abstand von Punkt P zur Geraden g.
b) @ senkrechte Gerade h zu F durch Q:
Richtungsvektor von h = Normalenvektor von F und
1 3
Stutzpunktvonh = Q.= h: X=| 0 | +t] 2
15 -1
@ Schnittpunkt R (Gerade h mit Ebene F):
3+9t+ 4t - 15+t =14t-12=2=1t=1
DaheristR = (4]2]14).
® Abstand |QR|:
[R-Q| = [(4]2[14)-(1]0[15)] = |B[2[-1)] =
[QR| = \/ﬁ = Abstand von Punkt Q zur Ebene F.
c) Die genannten Falle kdnnen z.B. auf die Teilaufgaben a)
und b) zuriickgefiihrt werden:
Parallele Geraden: Irgend einen Punkt auf Gerade 1 wah-
len, dann wie a).
Parallele Ebenen: analog, dann wie b).
Gerade / Ebene: Irgend einen Punkt auf der Geraden wéh-
len, dann wie b).
d) Strategie: Ldnge der Strecke TM abziiglich Radius, denn

jede Gerade durch den Mittelpunkt einer Kugel steht senk-

recht auf der Oberflache.

Berechnung: |[MT|=|T-M|=|(5]4|-2)-(-1|2]|1)|=
=1(6]2]-3)|=7und7-4=3=

Abstand von T zur Kugeloberfliche = 3.

e)

Aufgabe 20 S. 21

a)

Berechnen des Schnittpunktes von MT mit Kugel:

Gerade i: X=M + A - (T-M).

Kugel K :|X-M| = 4. Geradengleichung einsetzen:
[IM+A(T-M)-M| = |N-(6]2|-3)|= |\| 7 = 4.

Es kommt nur die positive Ldsung in Frage, da nur mit die-
ser der Abstand zu T 3 bleibt: U = %(17 |22]-5).

Die Tangente in U muss senkrecht auf der Geraden i ste-
hen, also senkrecht zum Richtungsvektorr = (6]2]-3).
Das gilt z.B. firs; = (1]0]2), denn (6]2|-3) - (1]0]2)
= 0. Es gilt aber auch fiir s, = (1]-3]0) und dieser Vek-
tor ist kein Vielfaches von s, zeigt also in eine andere
Richtung. Es steht daher auch der Vektor s, + s, und je-
de beliebige Linearkombination dieser beiden Vektoren
senkrecht auf r, also eine ganze Ebene.

Mdgliche Darstellungen: TE: X =U + ps, + v s,
oder TE: 6x; + 2x, - 3x; = 23, denn r ist der Normalen-
vektor zur Ebene TE und U eingesetzt ergibt 23.

Es handelt sich zwar um realistische Daten, die aber ge-
rundet sind. Daher kann DERIVE keine Ldsung auf direktem
Weg berechnen.

Gesucht sind die Koordinaten eines Punktes X auf der Erd-
oberflache, X muss also der Gleichung | geniigen:

| E: X% = 63712

Weiter liegt X auf einer Kugel, deren Mittelpunkt der Satel-
lit S, bildet. Der Radius dieser Kugel ist der mit GPS ge-
messene Abstand d:

I S, (X -S)%=d/

Analoges gilt fiir die beiden weiteren Satelliten S, und S
Il S,: (X - S,)% =d)>,
\Y Sy (X - Sy)% = d,”

Die vier Gleichungen I, II, lll und IV missen also gleichzeitig

erfillt werden. Diese Forderung fiihrt nach Vereinfachun-
gen zu einem linearen Gleichungssystem in den drei ge-
suchten Variablen x,, x, und x5, die den gesuchten Ort auf
der Erdoberflache beschreiben.

| X? = r?
I x?

2%, + §

1]
o
all X}

-1, -1
_>
X2

2XS, + S7

1
(=N
N

V-1
IV X2 - 2XS, + S = df
17 -2xS, + S} =

2
I’ -2%S, + S

1
(=N
N
|
-
N

W -2xS, + S = d2-r?

Nach dem Einsetzen der entsprechenden Werte fiir die
drei Satelliten folgt
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7625 X 7625 2

| -2-| -18872|-| x,| +| -18872| =221712- 63712
17080 ) | x, 17080
13677\ | * 13677)?

Il -2-( -5806:| x,| +| -5806| =205362- 63712
22028) | x| \ 22028
15023) [ % 15023) 2

M -2: 16111+ X,| +| 16111  =227262- 63712
14858) | x,| (14858

Das bedeutet:
| -15.250x, +37.744x, - 34.160x, = - 255.055.809

Il -27.354x, +11.612x, - 44.056x, = -324.865.094

I -30.046x, - 32.222x,- 29.716 x, = -230.133.579

und ergibt gerundet (4687|-1082|4179). Um diesen Ort
auf dem Globus wieder zu finden, transformieren wir ihn in
geographische Koordinaten und erhalten einen Ort mit un-
gefahr 13° westlicher Lange und 41° nordlicher Breite. Das
ist westlich der iberischen Halbinsel im Atlantik (siehe Ab-
bildung bei der Aufgabe).

b) (Berechnung mit Derive oder anderem CAS)
Die Gerade von F nach LA mit den kartesischen Koordina-
tenF_kbzw.L k: X =F k+ A-(L_k - F_k) wird auf
Schnittpunkte mit der Erdkugel dberpriift. Man erhélt, dass
schon nach 18 km die Gerade die Erdkugel schneidet (und
18 km vor LA wieder aus der Erde herauskommt).
(Es ist auch elementargeometrisch nachweisbar, dass das
Modell ,Gerade” unangemessen ist)
Der sphérische Abstand von Hamburg nach Miinchen be-
tragt (auf einer Bahn mit dem Radius 6381 km) etwa
592,7 km, es handelt sich hier also um einen vergleichs-
weise kleinen Teil des Bogens.
Die analog aufgestellte Gerade schneidet hier die Erdkugel
nicht, die niedrigste Flughhe ware etwa 3 km dber n.N.
Die Entfernung langs der Geraden ware fast 592,5 km, also
nur 200 m weniger.
Das Modell ,Gerade” ist bei dieser kurzen Strecke offenbar
maglich.

Aufgabe 21 S. 21

a) Keine Hinweise

b) A, undA,linear abhdngig =

Es gibt eine Zahl d mit A, = d - A,.

Ist die Losungsmenge nicht leer, so ist die Lodsung nicht
eindeutig. Denn ist (a, b, c) ein Element der Lésungsmen-
ge, so auch (0, a-d+b, c): (a, b, c) l6st das System, heillt
aA, +bA,+ cA; = B.Ersetzt man A, durch d A,, folgt
a-dA,+bA,+cA;=0A, + (ad+b) A, + cA; = B.
Ohne zusatzliche Informationen sind also die Falle 2,3 und
4 aus Teil a) maglich.

Aufgabe 22

a)

b)

G5 - Lernheft

S.22
Rechenschritte nach der angegebenen Strategie. Man
iberprift leicht, dass A und B nicht auf E liegen.

@ Lot von A auf E: Normalenvektor von E = Richtungs-
vektor; zusammen mit Stiitzpunkt A folgt Gleichung der

3 1
Lotgeraden g: X=[ 10| +s-| 1
5 3

@ Schnittpunkt g mit E: g einsetzen in E hat zur Folge
3+s+ 10+s + 154+9s=11s + 28 =6 = s=-2.

= Schnittpunkt L = (1|8]-1)

® A'ist A gespiegelt an L: errechnet mit s = -4 (doppel-
ter Abstand von A) A' = (-1|6]-7). Probe:

IL-A[=1[(-2]-2[6)] = |A-L|=|(-2]-2|-6)].
@ Verbindungsgerade BA'istz.B.B + t- (A'-B), also
2 -3
v: X=| 0[+t| 6
5 -12

® Schnittpunkt R mit Ebene: v einsetzen in E ergibt
2-3t+ 6t + 15-36t = 17 - 33t = 6 = t = . Daraus
folgt firR = (1]2]1).

Winkelmessung zur Normalen mit R-A

1) (-2
11| -8

(einfallender Strahl): cosa = S \4|__ 2 ,
N|(-2)| vie
1 -8
311\ -4

also a = 43,6°. Das ergibt auch die Probe mit dem reflek-
tierten Strahl.

Der Winkel zwischen Strahl und Ebene ist o' = 46,4°.
Normalenvektor der Ebene E und Richtungsvektor der Ge-
raden g werden verwendet:

N (1
111 4
o= 3J\7)|__ 1 =0,72375 = o = 43,6°.
1 l V1121
3 2 o b‘?’q
Das ist der in der Skizze ein- 3 0@,@
getragene Winkel, der zwi- z°

schen Normalenvektor und B
Gerade liegt, nicht jedoch

zwischen der Ebene und der
Geraden: letzteres ist der Winkel B = 90°-a =~ 46,4°.

Bei einer wie oben durchgefiihrten Berechnung des Winkels
zwischen Gerade und Ebene ist der gesuchte Winkel die Ergén-
zung des berechneten Winkels auf 90°.

Daher steht in einigen Formelsammlungen auf der linken Seite
der Berechnungsformel: cos (90°-a) oder auch sin B.

c)

Die Bahnebenen kénnten
so aussehen in der Sicht
senkrecht auf die Aquator-
ebene. Dabei teilen sich die
Schnittgeraden der Bahn-
ebenen mit der Aquator-
ebene jeweils 2 Bahnebe-
nen, die 55° gegen die
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Aquatorebene geneigt sind und daher einen Winkel von
70° einschlieRen.
Die beiden in der Aufga-

be abgebildeten Bahn- < N
ebenen schneiden die X N
Aquatorebene langs der p €
x;-Achse. Die Neigung 55° 55°

der Ebenen kann z.B. ge-

gen die x,-Achse be- X2
stimmt werden durch
1 0
den Ansatz fiir die erste Ebene E: X=s:| O +t:| a| mit
0 1

a so aus IR, dass der Winkel zwischen diesem Richtungs-
vektor und der x,-Achse etwa 55° ergibt:

0) (O
11-]a
c0sb5° = 0) \1 -2

0 a2+1

= a =~ 0,7. Daher lautet

1 0
die Gleichung der Ebene E,: X=s:| 0] +t:{ 0,7

0 1
oder in Koordinatenform X, = 0,7 x4 = 0.
Probe: Schnittwinkel zur x;-x,-Ebene Ej: x; = 0

0 0
1 (-0
cosa =207 \ V] 07 #0,5735 = o = 55°.
? V1,49
-0,7
1 0
Analog ergibt sich Ebene E,: X=s:| 0 +t:| 0,7
0 1
und in Koordinatenform X, + 0,7 x;3 = 0.

d) e« Dererste Spiegelpunkt folgt direkt aus der Definition
des Kosinus im rechtwinkligen Dreieck als ,,Ankathete
durch Hypotenuse”.

* Die Lange von b, wurde eben bestimmt, nun geht es
um den Vektor selbst. Und der zeigt in dieselbe Richtung
wie a. Damit die Lange des Vektors nicht beeinflusst wird,
bestimmt die Richtung ein Einheitsvektor.

Aufgabe 23 S. 23
Da graphische Darstellungen hier sehr sinnvoll sind, die kartesi-
schen Koordinaten aber groe Zahlenwerte aufweisen, kann
man in der Rechnung z.B. den Radius des GroRkreises der Flug-
route (6383 km) auf 1 Langeneinheit setzen.
Ebene des GroRkreises:
Sind F und L die Punkte auf dem GroRkreis fiir Frankfurt bzw.
Los Angeles und f und I die zugehérigen Vektoren, so kann die-
se Ebene beschrieben werden durch

EX=s-f+1t-I
(und die beiden Richtungsvektoren haben die Lange 1).

Nach der Aufgabenstellung liegt die Startgerade auch in dieser
Ebene. Der angegebene Winkel bezieht sich auf die Startbahn,
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deren Verlauf man als Tangente modellieren kann, als Tangente
im Punkt F; = Frankfurt auf der Erdoberflache. Dieser Punkt
liegt ebenfalls auf der Ebene E, aber unterhalb des GroRkreises.
Mit der Tangente muss die gesuchte Startgerade einen Winkel
von 11,5° einschlieBen und natiirlich derart, dass die Gerade in
Richtung von Los Angeles ansteigt. Ist b der Richtungsvektor
der Geraden, so kann sie beschrieben werden durch
gX=F+v-b.

Um die Entfernung, die das Flugzeug bis zum Erreichen des
GroRkreises auf der Startgerade zuriicklegt, zu ermitteln, be-
rechnet man v, sodass |X| = 1ist, also die Startgerade den
GroBkreis erreicht hat. Der Abstand dieses Punktes zu F, multi-
pliziert mit 6383 km liefert das Ergebnis (ca. 60 km).

Veranschaulichung mit DERIVE,
Beschriftung nachtréaglich hinzugefigt

q“%‘i‘\.\ =7
ST
NSS=SSS e

NS, GV
S RS
S T T Lo
AR
X

Hinweise zu DERIVE:

Die Kugel kann man erhalten durch die Eingabe
SPHERE(6371/6383,s,1)

und den Befehl zur 3D-Zeichnung. Sie sieht dann aber noch
nicht so schdn rund aus. Dazu mit der rechten Maustaste auf
die Kugel klicken und ,Bearbeiten” wahlen. In die Maske zu
.Graphen-Parameter” eintragen in Zeile s:

Minimum -pi Maximum pi Anzahl der Felder 50
in Zeile t:
Minimum 0 Maximum pi Anzahl der Felder 25.

Wahlt man den Reiter ,Graphen-Farbe”, kann auch noch die
Farbgestaltung gewahlt werden.

Aufgabe 24 S. 23

Hier geht es um das Verstehen der beiden Methoden.

1. Methode: Es kommt die Variable dt hinzu und eine
weitere Gleichung, also die Messung eines weiteren Satelliten.
2. Methode: Es bleibt bei drei Gleichungen mit 4 Unbe-
kannten). Verandern Sie dann das ,Zeitoffset” dt, bis das Sys-
tem genau eine Ldsung besitzt (siehe Applet).
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IX. Informationen

Internet-Adressen zum Thema GPS

Ideen zu Aufgaben, Beispielen und
verbindenden Texten lieferten:

Quelle der Clipart-Bilder:
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Aus der grolSen Menge an Seiten mit Informationen rund um
das Thema GPS sind hier zwei ausgewéhlt:

(1]

(2]

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

http://www.gps-nav.de/index-Links.html
Eine Liste mit Links verschiedener Art rund um GPS

http://www.toralf-schumann.de/html/gps main.html

Ein gut verstédndliches Skript zum Aufbau und der Funkti-
on von GPS, das vor einigen Jahren auf den Seiten der
TU-limenau veroéffentlicht wurde.

obige Internetseite

HEINRICH ABEL - GPS, Funktionsweise und mathematische
Grundlangen - in: Beitrdge zum Mathematikunterricht
2001 - Franzbecker, Hildesheim

DANIEL HAUBROCK - GPS in der analytischen Geometrie
in: Materialien fiir einen realitdtsbezogenen Unterricht,
Band 6 - Franzbecker, 2000 Hildesheim

R. RASCHER-FRIESENHAUSEN - Orientierung mit Mathematik -
Was hat GPS mit linearer Algebra zu tun?
Lehrerakademie Bremen 2003 - Material-CD

Mathematik - Studienbriefe zur Fachdidaktik fiir Lehrer der
Sekundarstufe Il, Geometrie und lineare Algebra MG3,
Analytische Geometrie - DIFF (Deutsches Institut fir
Fernstudien an der Universitat Tibingen, Projektgruppe
Mathematik S Il, Freiburg) 1984

Die Clipart-Bilder stammen aus Corel WordPerfect Office,


http://www.gps-nav.de/index-Links.html
http://www.toralf-schumann.de/html/gps_main.html

