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Die in V6 und G1 erworbenen Kenntnisse zum Ableitungs- und
Integralbegriff werden in diesem Themenbereich erweitert und
vertieft.

So erarbeiten Sie weitere Ableitungsregeln sowie Ableitungen
und Stammfunktionen von diversen Funktionsklassen. Es wird
auch um die Frage gehen, unter welchen Bedingungen eine
Funktion differenzierbar und integrierbar ist, wann also die Ablei-
tung bzw. das Integral ermittelt werden kann.
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Riickblick

Vi
Von der
mittleren

zur lokalen
Anderung %

Sie haben in der Vorstufe (V6) den Ableitungsbegriff
kennen gelernt mit den Deutungen lokale Ande-
rungsrate und Steigung der Tangente und haben fiir
ganzrationale Funktionen die zugehodrigen Ablei-
tungsfunktionen ermittelt und die dazu nétigen Re-
geln.

Ableitungsregeln: &

Und Sie haben den Ableitungsbegriff in verschiede-
nen Sachkontexten zur Lé6sung bestimmter Proble-
me eingesetzt.

W ahlen Sie eines oder zwei davon aus und notieren
Sie stichwortartig im Kasten, welche Probleme Sie
gelést haben und wie Sie dabei vorgegangen sind.

Was? &

Wie? &

Aufgabe 1

ABLEITUNG =——>INTEGRAL

| 1

G;
Von der Anderu_ngsrate

Zum Bestang

global g

= Jokal

)etmﬂ

Zu Beginn der Studienstufe (G1) haben Sie den Inte-
gralbegriff kennen gelernt mit den Deutungen Um-
kehrung der Differentialrechnung bzw. Rekonstrukti-
on des Bestandes. Fir ganzrationale Funktionen
haben Sie das Integral ermittelt und auch die dazu
notigen Regeln.

Integrationsregeln: &

Sie haben auch den Integralbegriff in verschiedenen
Sachkontexten, aber auch innermathematisch be-
nutzt. Schauen Sie in Ihre Unterlagen!

Versuchen Sie, die lhnen aufgefallenen Aspekte des
Integrals im nachfolgenden Kasten stichwortartig zu
charakterisieren:

A

Vergleichen Sie die zum Ableitungs- und Integralbegriff gehérenden Bereiche der Mathematik nach Ihrem

bisherigen Kenntnisstand:

*+ Welche Verbindungen sehen Sie, welches Trennende?
+ Uberwiegt fir Sie das Verbindende oder eher das Trennende? Begriinden Sie lhre Antwort.
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I. Trigonometrische Funktionen

und Ableitungsregeln

©® Skizzieren Sie in nebenstehende
Abbildung mit dem Graphen der Si-

nusfunktion mdéglichst genau den

Graphen der Ableitungsfunktion.

-

\ Aol

Interpretieren Sie Ihr Ergebnis und
—4 leiten Sie daraus die Ableitungsfunk-
tion der Cosinusfunktion her.

® Tragen Sie lhre Ergebnisse von (1) in die Tabelle ein und
leiten Sie daraus die Stammfunktionen her

Funktion Ableitungsfunktion | Stammfunktion
sin x

COos X

Aufgabe aus V1: Das Diagramm zeigt den zeitlichen
Verlauf des Luftvolumens in der Lunge und den zeitichen ~ @  Erinnern Sie sich an die Aufgabe mit dem Luftvolumen in

Verlauf der Anderungsrate des Luftvolumens. der Lunge? In die zugehérige Graphik war auch der zeitliche
A § Verlauf der Anderungsrate des Luftvolumens eingetragen.
) Kupve Aus dem Sachkontext haben Sie geschlossen, dass Kurve 1
/N 7N das Luftvolumen und Kurve 2 die Anderungsrate des Luftvo-

TAA TN / \ N\ t lumens darstellt. Weiter haben Sie in Aufgabenteil b) ge-

2 L > schlossen, dass der Term fiir das Luftvolumen (Kurve 1)
! \ / \ / a) -5 (1 -cos (0,41 -t)) lautet und fiir die Anderungsrate

\ urve 2| r"

2 s

"(t) = f(t) = 2 - sin (0,4 -t).
a)  Welche der beiden Kurven beschreibt den zeitlichen gt ® ( )
Verlauf des Luftvolumens in der Lunge?
Begriinden Sie Ihre Wahl im Sachkontext der Auf-
gabenstellung. Wie ergibt sich diese Ableitungsfunktion?

Versuchen Sie aus der obigen Vorgabe und lhren bisheri-
gen Kenntnissen herzuleiten, wie die Ableitung von

cos (0,4 m x) lautet.

(Die Variable heil3t jetzt wie zumeist liblich x.)

Die eben betrachtete Funktion besteht aus der Cosinus-Funkti-
on verkettet mit der linearen Funktion h mit h(x) = 0,4  -x, also
cos(h(x)). Diese Ableitungsregel heilt daher Kettenregel:

Wechsel der Sichtweise: | f ynd g seien differenzierbar, f(g(x)) sei fiir alle x € D, definiert.
g(x) als Ganzes (als Variable)

g(x) als Funktion von x Kettenregel: (f(g(x))’ =
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Es fehlt noch die Ableitungsfunktion der Tangensfunktion. Da
der Tangens als Quotient aus dem Sinus und dem Cosinus de-
finiert werden kann, ist die Ableitung des Tangens aus den Ab-
leitungen von Sinus und Cosinus herleitbar.

Dazu ermitteln wir zuerst die Ableitung von L, allgemein tUber
CcosX

den Differenzenquotienten der Funktion %:

1 1
fx+h) ) _ f)-fixeh) 1 _ 1 —f(x+h)+f(x)

h fx+h)-f(x) h  f(x+h)-f(x) h

Geht nun h gegen 0 (Sekante — Tangente), so wird aus dem
1. Faktor im Nenner f(x), dem 2 Faktor -f/(x).

Also folgt

1) _ _fx) _ -Ableitung Nenner
f(x) 2(x) Nenner ins Quadrat

Es wird jetzt noch eine Regel fur die Ableitung eines Produkts
gebraucht, also fir (f(x) - g(x))":

fx+h)-g(x+h)-f(x)-9(x) _
h
- fx+h) g(x+h)-fix+h)-g(x)+ f(x+h) g(x) - f(x)- 9(x)
h
f(x+h) g(x+h)-g(x) , fix+h)-f(x). 9()
h h

Wenn h wieder gegen 0 geht, folgt als Produktregel:

fund g seien differenzierbar fiir alle x € Dy., .

Produktregel: (f(x) - g(x))’ = f(x) - g'(x) + f'(x) - g(x)

Die Reihenfolge der Auftrdge @ und @ kann auch vertauscht
werden:

® Bestimmen Sie jetzt die Ableitungsfunktion des Tangens.

© Leiten Sie aus den beiden Formeln fiir die Ableitung der
Kehrfunktion und der Produktregel die Quotientenregel her:

fund g seien differenzierbar fir alle x € Dy .

f(x) ] "
g(x)

% Quotientenregel: (

Damit haben Sie alle wichtigen Ableitungsregeln kennen ge-
lernt!

tany - S 1

COSX COSX
Steigung der Sekante =
Differenzenquotient = b=ty

h
Siehe Applet zum Differenzenquotient.

Bestimmen Sie mit dieser Formel ( L)
COSX

In der Mitte des Zahlers sind zwei Summanden eingeflgt:
~fx+h) g(x) + f(x+h) g(x)

was offenbar Null ist und damit kein Fehler.

Warum dieses Einfligen? Umformen in Vertrautes wird
maglich (durch Ausklammern).

(1. Faktor - 2. Faktor) abgeleitet =
1. Faktor nicht abgeleitet - 2. Faktor abgeleitet +
1. Faktor abgeleitet - 2. Faktor nicht abgeleitet

sinx
08’

/
Oben haben Sie berechnet -
COSX

Die Ableitungsregel firr die Kehrfunktion
brauchen Sie sich nicht extra zu merken,

wenn Sie die Quotientenregel hergeleitet haben.
Sie ergibt sich als Sonderfall der Quotientenregel.



Warum ist dieser Term nicht eindeutig bestimmt?
Welche zusatzliche Angabe ist erforderlich,
um diesen Term eindeutig zu bestimmen?

1. Summand: 2.5 sin (0.48 x}“A 2. Summand: 1 sin(2.1 x)
a=048 b=2.1
8

c=25 d=1
e

Hinweis: Die Skalierung ist so gewahlt,
dass die Modellierung der Gezeiten sichtbar ist.

Anderungen sind mdglich {iber den Menii-Punkt
,Einstellungen" und dort auf ,Zeichenblatt".

Jetzt sollten die Einstellungen der x-Achse sichtbar sein.
Gehen Sie in das Feld ,max"

und geben Sie dort einen anderen Wert ein,
gegebenenfalls auch bei ,min".

AbschlieBend ,Ubernehmen".

Siehe auch Projektaufgabe 4.

G4 - Trigonometrische Funktionen

Zuriick zur Aufgabe mit dem Luftvolumen:

a) Es seinur die Anderungsrate des Luftvolumens vorgegeben
mit f(t) = 2 - sin (0,4 T - t).
Bestimmen Sie den Funktionsterm, der das Luftvolumen in
der Lunge angibt.

b) Zu welchem Zeitpunkt ist die pro Zeiteinheit eingeatmete
bzw. ausgeatmete Luftmenge am groften?

c) Wie viel Luftvolumen wird beim Einatmen im Durchschnitt
pro Sekunde eingeatmet?

Aufgabe 3

In dieser Aufgabe wird die Bewegung des Wassers an einem
(ansteigenden) Strand beobachtet, wie es einmal mehr einmal
weniger weit auf den Strand flie8t und sich wieder zuriickzieht.
Diese Bewegung geschieht jeweils liber eine gedachte Null-Li-
nie hinweg. Sie setzt sich zusammen aus der (eher langsamen)
Bewegung durch die Gezeiten und der (eher schnellen) Bewe-
gung des Auflaufens der Wellen.

Diese Bewegung soll, beginnend mit Mittelwasser (t = 0) bei
Flut, durch die Funktion

f(t) = c'sin (a‘t) + d-sin (b't)

modelliert werden, wobei f(t) angibt, wie weit das Wasser auf
den Strand lauft — relativ zu der gedachten Null-Linie (und nicht
den Tidenhub).

Wegen der besseren Darstellbarkeit sind t die Zeit in Stunden, a
und b die Frequenzen in Stunden' und ¢ und d die Amplituden
in m.

Damit Sie eine Vorstellung von dieser zusammengesetzten
Funktion erhalten, schauen Sie sich das zu dieser Aufgabe ge-
hérende Applet an.

Es zeigt den Graphen obiger Funktion f, wobei Sie die Parame-
ter a, b, c und d mit Schiebereglern einstellen kénnen.

Uberlegen Sie, welche Periodenldnge und welche Amplitude Sie
fir die Gezeiten wdhlen méchten und welche fiir die Wellenbe-
wegung.

a) Bestimmen Sie, wie weit in lnrem Modell das Wasser maxi-
mal auf den Strand laufen wird, und beschreiben Sie im
Sachkontext der Aufgabe, wann dieser Fall eintritt.

b) Ermitteln Sie die groRte Geschwindigkeit, mit der das W as-
ser auf den Strand stromt.

c) Sehen Sie Schwachen im vorgegebenen Modell? Beschrei-
ben Sie, was nach lhrer Meinung nicht zutreffend modelliert
wird, und gegebenenfalls, wie dies geandert werden kénnte.
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Die elektrische Wechselspannung hat einen durchschnittlichen
Wert von 230 V. Der Verlauf der Spannung ist sinus-férmig und
kann mit folgender Gleichung beschrieben werden:

U(t) = Upaesin(2-50Hz:t)

(u,.., = maximal mégliche Spannung, 50 Hz = in Europa (bliche Frequenz.)

Der Strom ist in der Regel mit der Spannung in Phase (Extrem-
und Wendestellen stimmen Uberein), es gilt daher die Glei-
chung: I(t) = ipacsin(21 -50HZ-t) (i, = maximal méglicher Strom) .

max

Um Wechsel- und Gleichstrom miteinander vergleichen zu kén-
nen, misst man die Leistungen, fiir die P = U - | gilt.

Bestimmt man die Leistung im Wechselstromkreis, so erhalt
man eine Gleichung der folgenden Art:

P(t) = Upax * imax - SINZ(2TT - 50HZ - t).
Zeigen Sie, dass gilt sin?(x) =#
Ermitteln Sie den Durchschnittswert der Leistung und berech- Den Durchschnitiswert der Leistung
. . . . g kann man bestimmen mit dem
nen Sie daraus die maximale in Deutschland mdgliche Span- durchschnittiichen Wert der Funktion f(x) = sin’(x).

nung.

II. Exponential- und Logarithmus-Funktionen

mit Wachstumsmodellen

Spatestens in der Klassenstufe 10 haben Sie exponentielles
Wachstum kennen gelernt.

a) Geben Sie in einem konkreten Sachkontext ein Beispiel fur
eine Funktion an, die exponentielles Wachstum beschreibt.

b) Die ,einfachste” Funktion, die exponentielles Wachstum
beschreibt, ist
w mit w(x) = a* (a € IR"\{1}).
Untersuchen Sie, wie sich das Wachstum jeweils in Abhan-

gigkeit von a verhalt bzw. verandert.

c) Sie haben vielleicht schon mit der speziellen Exponential-
funktion

exp (x) = e*

gearbeitet, zumindest aber die zugehdrige Taste auf lhrem
Taschenrechner bemerkt.

Untersuchen Sie, wodurch sich diese spezielle Exponential-
funktion besonders auszeichnet. Dazu kénnen Sie das zu-
gehdrige Applet verwenden.




Radioaktives Zerfallsgesetz: N(t) =N, - e ™
N, ist der Anfangsbestand, N(t) der Bestand zur Zeit t.
Die Zerfallskonstante A ist hier bekannt,
damit 1asst sich die Halbwertszeit berechnen.

e ist die irrationale Zahl 2,718281...,
die zu Ehren des Mathematikers

LEONHARD EULER (1707 - 1783)
auch Eulersche Zahl genannt wird.

Funktion

e*

Ableitung

e

T

Funktion

In x

Ableitung

G4 - Exponential- und Logarithmus-Funktionen

©® Sie haben herausgefunden, dass die e-Funktion beim Ablei-
ten unverandert bleibt, die lokale Anderungsrate des Be-
standes (die Wachstumsgeschwindigkeit) also direkt dem
Bestand entspricht.
Damit ist e* ein wichtiger Baustein flr viele Wachsumspro-
zesse.

Eine Herstellerfirma von Markisenstoff hat fur ihre beste Qualitat
Grenzkosten pro Rolle von K’(x) = 20 x €% Geldeinheiten
(GE), wobei x die Anzahl der produzierten Rollen ist.

Bestimmen Sie die Kostenfunktion K, wenn sich die Fixkosten
zur Produktion auf 1.500 GE belaufen,
und berechnen Sie die Produktionskosten von 10 Rollen.

Aufgabe 7

Die Aktivitat N’ einer radioaktiven Substanz kann beschrieben
werden durch die Gleichung

N'(t)= -5 107 ¢ 2001,

Dabei ist t die Zeit in Sekunden und N’(t) die Anzahl der Atome,
die pro Sekunde zerfallen.

a) Berechnen Sie das Mal der Flache zwischen der Kurve und
der t-Achse im Bereich von t = 0 bis t = 1200.

Interpretieren Sie diese Zahl im Kontext der Aufgabe.

b) Ermitteln Sie die Zeit, nach der die Halfte der Atome zerfal-
len ist (Halbwertszeit).

® Der Logarithmus zur Basis a ist die Umkehrfunktion zur Ex-
ponentialfunktion x —> a*.
Der Logarithmus zur Basis e heilt natiirlicher Logarithmus
oder lateinisch logarithmus naturalis mit dem Funktionszei-
chen In.
Bearbeiten Sie das zugehodrige Applet, um die Ableitungs-
funktion zu ermitteln.

Aufgabe 8

Die Wachstumsrate einer Bakterienpopulation in einer Petri-
Schale sei
N/t) = 1000
1+3t

Dabei ist t die Zeit in Stunden seit Beginn des Versuchs.

Ermitteln Sie das Anwachsen der Population innerhalb der Inku-
bationszeit von 8 Stunden.

Skizzieren Sie N'(t) in ein Koordinatensystem und versuchen
Sie dann, die Stammfunktion einzuzeichnen.
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x-Ina

a) Zeigen Sie, dass gilta*=e , und ermitteln Sie, fir welche

a und x diese Gleichung gilt.

b) Bestimmen Sie die Ableitungsregel fur f: x - a* und die ma-
ximale Definitionsmenge der Ableitungsfunktion.
Bestimmen Sie analog eine Stammfunktion zu f.

c) Bestimmen Sie die Ableitungsregel fiir g: x — log, x und die
Definitionsmenge der Ableitungsfunktion.

Aufgabe 10

Ein Ehepaar gewinnt in einer Lotterie 100.000 €, die allerdings
zu einem festen Zinssatz auf einer Bank liegen. Sobald der Be-
trag sich verdoppelt hat, werden die dann anfallenden Zinsen
lebenslang quasi als kleine Rente ausbezahlt.

Ermitteln Sie eine Funktion, die in Abhangigkeit vom Zinssatz
die Anzahl von Jahren angibt, nach denen die Rentenzahlung
einsetzt und erstellen in einem realistischen Definitionsbereich
eine Wertetabelle.

Wi e groR ist die durchschnittliche W artezeit auf die Rentenzah-
lung bei einer Verzinsung zwischen 5% und 8%?

Aufgabe 11

In einem See nimmt die Helligkeit (Intensitat von Licht) pro 1 m
W assertiefe um 8% ab.

a) Leiten Sie aus diesen Angaben den Term einer Funktion
her, welche in Abhangigkeit von der Tiefe in m die Intensitat
des Lichts in Prozent (bezogen auf die Intensitat an der
W asseroberflache) angibt.

b) Bestimmen Sie die Tiefe, in der nur noch die halbe Licht-
intensitat herrscht.
W elche Lichtintensitat herrscht in n-facher (n € IN) der eben
berechneten Tiefe?

Aufgabe 12

Bei einem gesunden Menschen werden nach einer Infektion
Antikérper gebildet. Es sei

Aqt) - 1000t

t2+16
die Anzahl der Antikérper, die pro Sekunde vom Kérper produ-
ziert werden und zwar t Sekunden nach Eintritt der Infektion.

Ermitteln Sie die Gesamtzahl der Antikérper, die nach diesem
Modell am ersten Tag nach der Infektion produziert wird.

Funktion Ableitung Stammfunktion
e
log, x nicht verlangt
A
1y
0.8
0.6
0.4
0.2
0 X
Om  10m 20m 30m 40m 50m 60m 70m 8om 2

Das Ermitteln

der Stammfunktion ist schwierig.

Mit Nachdenken und Probieren wird es gelingen!




III. Potenzfunktionen

mit rationalen Exponenten

Mathematik verwendet oft
bekanntes Werkzeug,
um damit Neues herzuleiten.

Funktion Ableitung Stammfunktion

Xh

&

Fast alles,
was Sie zu dieser Funktion brauchen,
haben Sie eben schon ermittelt.

Ak

800

600

400

200

G4 - Lernheft

Potenzfunktionen haben die Form p: x — x°.

M

a) Stellen Sie den Funktionsterm mit Hilfe der e-Funktion und
des natirlichen Logarithmus dar und ermitteln Sie so den
Term der Ableitungsfunktion p’.

b) Welche Bedingungen fiir Basis und Exponent miissen gel-
ten, damit die Ableitungsfunktion wie in a) angegeben er-
mittelt werden kann?

Gibt es zusatzliche Einschrankungen fir die Ableitungsfunk-
tion?
Begriinden Sie jeweils Ihre Angaben.

c) Geben Sie speziell die Ableitung der Quadratwurzel-Funkti-
on an und ermitteln Sie eine Stammfunktion zu w: x — \&

d) Ermitteln Sie eine Stammfunktion zur allgemeinen Potenz-
funktion p: x — xP.
Gibt es dabei fur Basis und Exponent Bedingungen? Be-
griinden Sie Ihre Angaben.

Aufgabe 14

a) Ermitteln Sie eine Stammfunktion zu f: x X-\/X2+d, wobei
d € IR" gelte.

Die Grenzkosten K’ bei der Produktion von Schuh-Paaren sind
gegeben durch

1000
Dabei ist x die Anzahl der produzierten Paare und K’(x) sind
sozusagen die Kosten fir das x-te Paar in Geldeinheiten (GE).
Die Fixkosten betragen 200 GE.

b) Bestimmen Sie die durchschnittlichen Kosten (pro Paar) bei
einer Produktion von 20, 50 und 200 Paaren.

Zusatz: Ermitteln Sie die Funktion der durchschnittlichen
Kosten und Skizzieren Sie den Graphen dieser
Funktion und der Grenzkosten-Funktion in ein (ge-
meinsames) Koordinatensystem.

Interpretieren Sie die Graphen im Sachkontext.

c) Bestimmen Sie die Kostenfunktion K und skizzieren Sie de-
ren Graphen in ein Koordinatensystem.
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M

Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten kénnen sehr unter-
schiedlich aussehen.

Versuchen Sie dennoch mit Hilfe des zugehdrigen Applets die
moglichen Graphen und deren Eigenschaften zu beschreiben.

Dargestellt wird zu Beginn die Funktion f mit f(x) = x*°, also die
Quadratwurzelfunktion.

Verdndern Sie mit dem Schieberegler den Exponenten der Po-
tenzfunktion x —~ x” in den Grenzen von -5 bis 5.

Achten Sie dabei auf Gemeinsamkeiten beim Kurvenverlauf
und auf prinzipielle Unterschiede.

Das Programm kann derzeit nicht alle Sonderfélle korrekt dar-
stellen, auch wenn Exponenten als Bruch eingegeben werden.

Aufgabe 16

a) Auf lhrem Schulhof wird mit Kreide eine insgesamt 100m
lange Spur aufgezeichnet, deren Form die Abbildung ver-
deutlicht: Zuerst ist der Ubergang von einer Rechts- in eine
Linkskurve durch Aneinandersetzen zweier Kreisbégen rea-
lisiert, danach der Ubergang einer Linkskurve in ein gerades
Stick durch Ansetzen der Kreistangente.

Kénnen Sie mit dem Fahrrad genau diese Spur fahren?
Versuchen Sie eine mathematische Beschreibung.

b) Ein Bauingenieur steht vor folgender Aufgabe:
Die beiden parallelen, geradlinigen StraRenstiicke sollen
geeignet miteinander verbunden werden.

Entwerfen Sie eine Lésung, indem Sie die gesuchte Verbin-
dung als Teil des Graphen einer Funktion sehen.

Aufgabe 17

Eine Zindholzschachtel, die fir Werbezwecke hergestellt wird,
hat neben stehende Male:
Ladnge | =5,5cm - Breite b =2,3 cm - H6he h = 0,7 cm.

a) Die Lange ist wegen der verwendeten Streichhdélzer unver-
anderbar, und weil deren Anzahl pro Schachtel etwa gleich
bleiben soll, auch das Volumen. Kdnnte man dennoch bei
vergleichbarer Bauweise den Materialverbrauch (fur die Um-
hillung und das Schubfach) vermindern?

( ﬁ 1=5,5 cm )

b=2,3 cm

¢h=0,7 cm

b) Interpretieren Sie |hr Ergebnis im Sachkontext der Aufgabe.

a4

Platz fiir
Ihre
Werbung

Ihre Anschrift

Platz fiir
Ihre
Werbung

Klebekante
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IV. Existenz von Ableitung und Integral

Bedingungen an Funktion

Ableitung  Kann man jede Funktion ableiten oder integrieren? In der Schu-
le ist es fast immer so, allerdings gibt es auch dort die Ausnah-
Einkommensteuertarif 1958 (Kurzform) men.

1. bis 1.680 DM (Grundfreibetrag): 0 Sie haben sich bereits mehrfach mit Steuerfunktionen beschéf-
2 von 1.681 DM bis 8.009 DM: 02+ (x- 1680) tigt unq vielleicht schon festgestellt, dass die v'erschiedenen '
Bauteile gut zusammen passen miissen, damit der Steuertarif
nicht als ungerecht empfunden wird. Das soll jetzt an einer alten
Version des Einkommensteuertarifs préazisiert werden:

3. von8.010 DM bis 23.999 DM:
1.264+272-y+29-y?

4. von 24.000 DM bis 110.039 DM:
6.358+382-z+ 1,572 22~ 0,006 - Z°

5. ab 110.040 DM: 0,53 x - 11.281 Aufgabe 18

Dabei gilt:
X= zu versteuerndes Einkommen a) Erstellen Sie nach nebenstehendem Tarif die Einkommen-
y= (x - 8.000)/1.000 steuer-Funktion, zusammengesetzt aus den finf Termen.

z= (x-24.000)/1.000 ..
Untersuchen Sie die Ubergangsstellen auf Differenzierbar-

Argumentieren kann man mit Tangenten keit (gibt es dort eine Tangente, gibt es dort eine Ableitung?).

als Annaherung von Sekanten,
aber auch rein rechnerisch. ~ b) Finden Sie Beispiele von Funktionen (Term und/oder

Bei Problemen kann vielleicht der Graph), die an einzelnen Stellen nicht differenzierbar sind.
unten stehende Tipp helfen.
c) Versuchen Sie Regeln aufzustellen, unter welchen Bedin-
gungen die Ableitung existiert und unter welchen nicht.

Tipp (falls gewiinscht)

Links sind zwei Ausschnitte des Gra-
phen der Einkommensteuer-Funktion
(in rot) abgebildet, bei denen jeweils
der definierende Term wechselt. Die
Einheiten auf den Achsen sind in
1.000 DM. Die blauen gestrichelten
Linien links sind Hilfslinien.

Nehmen Sie zur Untersuchung an,
dass die verschiedenen Terme keine
Definitionsliicken an den Ubergangs-
stellen aufweisen.

Ist die Einkom-
mensteuer-
Funktion in M
differenzierbar?

0.3

Gibt es eine Tangente an
die Einkommensteuer-
0.2 Funktion in A (1,68]0)?

M (8,01]|1.267)

0.1

° > Gibt es an der Ubergangsstel-
le eine Tangente und damit die
Ableitung? Begriinden Sie lhre
Antwort.

Integral  Der Verbrauch an elektrischer Energie wird im Haushalt zumeist
mit Zahlern gemessen, die den Gesamteffekt der elektrischen
Leistung in einem Zeitintervall anzeigen. Dieser Energiever-
brauch zwischen den Zeitpunkten a und x werde mit E_(x) be-
* zeichnet. Die Leistung aller zu einem bestimmten Zeitpunkt x
E.0) = [WOdt  gingeschalteten Verbraucher heiRe W (x).
¢ Der Energieverbrauch E,(x) besteht aus einer Summe von Teil-
. produkten W (x) -Ax (Leistung mal kleines Zeitintervall), wobei x
fw(t) dt ~ zn: W(x)- Ax ein beliebig gewahlter Zeitpunkt im betrachteten Intervall ist.
a i-0 Jedes Teilprodukt tragt also zum Gesamteffekt ein bisschen
Integral als Summe von Teilprodukten ~ bei: AE (x) = E (x + AXx) - E,(x) = W(x) -Ax. Je kleiner das Zeit-
intervall gewahlt wird, desto genauer entspricht diese Summe
dem Energieverbrauch.
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Anders ausgedriickt: Bildet man die mittlere Anderungsrate
AE,(x) / Ax, so kann diese durch W (x) beliebig genau angené- ,Beliebig genau” klappt nur, wenn W keine Sprungstellen
hert werden. Die lokale Anderungsrate ist also gleich der mo- im betrachteten Intervall aufiweist (W heiRit dann stefiq)

mentanen Leistung der eingeschalteten Verbraucher.

; - Das Differenzieren macht das Integrieren riickgangig.
Es gilt daher Teil 1 des nachfolgenden Hauptsatzes:

Mit der Integralfunktion |, ist gemeint
Teil 1: st f stetig auf [a,b], so ist fiir jedes x € [a,b] die Inte-

gralfunktion |, differenzierbar mit I’ = f. ) = ff(t) o
Teil 2: Fir jede integrierbare Funktion f, die eine Stamm-
funktion F besitzt, gilt
b
b
f f(x)dx = [F(x)], = F(b)-F(a)
a
Zum Teil 2: )
Da die Existenz einer Stammfunktion F vorausgesetzt wird, Ubungsmaterial:

kann f als Ableitung einer Funktion F gedeutet werden. Diese »mathe online”, Ableitungspuzzle 1 bis 3

muss dann aus ihrer Ableitung rekonstruierbar sein (bis auf eine
additive Konstante).

In einen Behalter flieRe Wasser mit der momentanen Zufluss-
rate f(x) = F'(x) (die bei negativen Werten auch als Abflussrate
gedeutet werden kann), x sei ein beliebiger Zeitpunkt zwischen
dem Anfang a und dem Ende b. Dann ist das Integral

b
f f(x)dx

das Volumen des Wassers, das zwischen den Zeitpunkten a

und b in den Behalter geflossen ist.

Die momentane Zuflussrate kann beliebig genau angenéhert

werden durch die mittlere Zuflussrate AF(x)/Ax fur kleine Zeit-
intervalle Ax, in die man das Gesamtintervall [a,b] zerlegen

kann. Die Zuflussrate f(x) tragt also in jedem solchen Zeitinter- n nF(x)-F(x )

vall Ax einen Volumenanteil von AF(x) = f(x) -Ax bei. Die Sum- = YR ) xx ) Y R )k ) =
me (ber alle AF(x) gibt das Volumen um so genauer an, je klei- o X

ner die Ax gewahlt werden. Und diese Summe ist F(b) - F(a) - i (F(x)~F(x,_,)) = F(b)-F(a) mita=x undb=x,

(siehe rechts). i=1

Zusammenfassung

b
« Das Integral ff(x)dx existiert fur in [a,b] stetige Funktionen f.
a

Vergleiche mit G1 zeigen, dass das Integral auch existieren kann, wenn f
nicht stetig ist.

+ Man bekommt eine Stammfunktion nicht automatisch geliefert und manch-
mal findet man auch keine, wie z.B. zu der in der Stochastik wichtigen Funk-
tion x > e %%, die ja ersichtlich stetig ist.

* Integralrechnung ist die Umkehrung der Differentialrechnung
und umgekehrt.

+ Wichtige Grundvorstellung fir das Integral: Summe von Teilprodukten (ne-
ben ,Rekonstruktion des Bestandes®, ,Berechnen des Flachenmales”).
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V. Riickschau

mit Selbsteinschitzung

= = ; G4 - Anderungsraten und Bestinde
Uberblick-Grafik

Versuchen Sie, einen Uberblick
uber die Inhalte dieses The-
menbereichs zu gewinnen.
Uberlegen Sie dabei auch, was
Ihnen dabei wichtig erschien.

Stellen Sie das nach Ihrer Mei-
nung Zentrale in nebenstehen-
dem Kasten dar und verwenden
Sie dazu graphische Elemente
(z.B. Mind Map, Concept Map,
eine Grafik, ...).

Wichtig ist, dass Sie diese
Ubersicht selbst gestalten und
nicht irgendwo kopieren.

Uberblick-Text

Wenn Sie mdchten, kénnen Sie
hier maximal drei Punkte nen-
nen, die Ihre obige Darstellung
erganzen oder erldutern.

| Vernetzungon 2
Welche Verbindungen zu frithe-
ren Themenbereichen sehen
Sie?

Sind Ihnen Inhalte und/oder
Methoden aus diesem Themen-
bereich schon auferhalb des
Mathematikunterrichts begeg-

net und wenn ja, wo?
(Kann z.T. in obige Grafik eingebaut werden)
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Im Riuckblick sollten Sie sich auch fragen, ob Sie die am Anfang des Heftes stehenden Kompetenzen
erworben haben. Schéatzen Sie sich selbst ein und kreuzen Sie in der Tabelle jeweils die am ehesten
zutreffende Antwort an:

Kompetenzen ja ein wenig eher nicht “

Ich kenne die Ableitungsregeln und deren praformale Begriin-
dungen und die einfachen Integrationsregeln (Summen-, Fak-
torregel).

Ich habe mein Wissen um die Bedeutung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung vertieft.

Ich setze die Differential- und Integralrechnung in einfachen
mathematischen und realitatsnahen Problemstellungen sach-
gerecht ein, begriinde die Auswahl der Funktionsklassen im
Aufgabenkontext und deute den Einsatz der Differential- und
Integralrechnung im Modellierungsprozess (bezogen auf die
Funktionsklassen: Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten,
Exponential- und Logarithmusfunktionen, Sinus, Cosinus und
deren einfache Verkniipfungen und Verkettungen)

Haben Sie Kompetenzen nicht erworben oder nicht so, wie Sie es sich erhofft hatten, notieren Sie sich,
woran es gelegen haben kénnte. Uberlegen Sie zugleich, ob Sie in lhrem eigenen Verantwortungsbereich
Méglichkeiten sehen, den Erwerb von Kompetenzen zu verbessern.

ESY




VI. Losungsvorschlage

Aufgabe 1
basiert auf eigenem Kenntnisstand und eigener Vorstellung,
daher kein Lésungsvorschlag.

Aufgabe 2
a) g(f) ff f)dt = -2-23 cos(O 4m-t)+c, wobei die Konstante

c im Sachkontext berechnet werden kann, weil g(0) =
Modell: g(0)=-2+¢=0 = ¢=2.
m m

0 galtim

b) Wenn die Anderungsrate maximal ist — also bei den Wen-
depunkten der Ausgangsfunktion — ist das eingeatmete Luft-
volumen am gréfRten. Das kann aus der Kenntnis der trigono-
metrischen Funktionen geschlossen werden oder aber mit
Hilfe der Ableitung von f. Der Zeitpunkt ist t = 1,25 (+5n, neIN)

fiir's Einatmen und t = 3,75 (+ 5n) fir's Ausatmen.
25

c) 0,4 fft)dt_o4[—_cos(o4nt)]§5 04[2+3=2,

im Durchschmtt wird im Modell etwa 1,3 Liter pro Sekunde an
Luft eingeatmet.

Das kann aus Symmetriegriinden auch direkt berechnet wer-
den: Beit= 2,5 ist das Volumen V maximal,

V(2,5) = 3,18 und V(0) = 0 = durchschnittlich etwa 1,3.

Aufgabe 3, Beispiel:

Bewegung durch Gezeiten: 5 -sin(0,48 t). Das bedeutet
5m Amplitude und eine Periode von ca. 13 Stunden.
Bewegung durch Wellen: 1-sin(2500 t). Das heit 1m Am-
plitude und ca. 0,0025 Stunden = 9 Sekunden Periode.

a) Das Wasser lauft bezogen auf eine Null-Linie 6m weit auf
den Strand, namlich beim Maximum der Tide (5m) und wenn
eine Welle gerade auf den Strand gelaufen ist (1m). Die Band-
breite der Bewegung ist also 12m.

b) f'(t) = (c-sin(a-t) + d-sin (b-t))’ = c-a -cos(a-t) + d-b cos (b-t)
ist die Geschwindigkeit zur Zeit t und maximal kann dieser
Term c-a + d-b sein (z.B. fiir t = 0). Obiges Beispiel eingesetzt
ergibt 2502,4 m/h, das sind etwa 2,5 km/h oder 0,7 m/sec.

Aufgabe 4
—1"232* =%‘ (1-(1-2-sin?x)) = % 2-sin2x = sin?x
m
fsmzx dx=-— f(1 cost)dx-—[x——stx]0 =— 1T=%
0

1
Analog: fsin2(10011x) dx = % [x—ﬁsin(ZOOrrx)]g, - %

Das bedeutet, dass die Leistung im Durchschnitt genau die
Halfte des Produkts der maximal mdglichen Werte von Span-
nung und Strom ist. Wegen der Proportionalitat dieser Werte

ist die maximal mogliche Spannung daher ﬁ 230 =~ 325V.

G4 - Lernheft

Aufgabe 6

Strategie fiir Stammfunktion: (e ®*'*)" =0,01-2x - 7™
Vergleich mit K'(x) zeigt, dass 0,02 dort zu 20 wurde, also mal
1000. = Stammfunktion K(x) = 1000 - e ™ + ¢

Weil K(0) = 1500 sein muss, folgt 1000 + ¢ = 1500, und daher
K(x) = 1000 - e **™ + 500.

K(10) = 1000 - e + 500 = 3.218. Die Produktionskosten von 10
Rollen hochwertigen Markisenstoffes betragen etwa 3.220
GE.

Aufgabe 7
1200

a) f N(t) dt = [5. 1010,e—0,001t]10200 =5100e 2 1] =

-3,4940-10"" Der Betrag davon ist die Anzahl der innerhalb
von 1200 Sekunden (20 Minuten) zerfallenen Atome.

b) e =05 -0,001t=1n05=t=-1000-n 0,5 = 693.
Die Halbwertszeit betragt etwa 693 sec bzw. gut 11% min.

Aufgabe 8
Strategie fiir Stammfunktion In (1 + 31) ist jedenfalls Bestand-

teil, denn (In(1 +3t))/ 3 Der Faktor 1000 (als Zahler)

erglbt sich mit gee:gneter Mult/phkat/on.

%dt 103°°-[In(1 +30)]5 = 1073. Die Population ist auf
0
etwa 1073 angewachsen.
Aufgabe 9
a)e*M=eM¥X= (") *=a"mita>0,x ¢ IR.

b) (@) =(e*") =a-e*"™=Iha-a*mita>0,x ¢ IR.
Stammfunktion ist l‘ax mita>0,x € IR.
Ina

_ Inx 1

_n_g(loga)=xn

mita >0 und x € IR

c) log,

Aufgabe 10
Sei x der Zinssatz und f(x) = z die Zeit in Jahren. Dann folgt
aus dem Ansatz 100.000-(1+x)? = 200.000 = z:In (1+x) = In 2

in2 E|n|ge Werte:
In(x+

2%: 35 Jahre | 3%: 23,5 Jahre | 5%: 14 Jahre | 7%: 10 Jahre.
Im Durchschnitt muss bei einer Verzinsung von 5 bis 8% gut

der Funktionsterm f(x) =

0,08
1
11 Jah tet D — = .
Jahre gewartet werden: -~ ff(x)dx 11,20
005
Aufgabe 11
a) I(x) = 0,92"

b)0,5=0,92" = x =" .83
In0.92

In einer Tiefe von etwa 8,3m herrscht in diesem See nur noch
die halbe Lichtintensitat, in n-facher Tiefe davon die 0,5" -fa-
che, denn 0,5" =~ (0,92%%)" = 0,92" 83
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Aufgabe 12

Strategie fiir Stammfunktion: (In(t? +16))” :+-2t, da aber
t2+16

im Zahler 1000 t stehen soll, lautet die Stammfunktion

500 - In (£ + 16) + ¢. Und 1 Tag = 86400 Sekunden.
86400

f A(t)dt = 500- [In(t2+16)]5*” ~ 9980.

0
Es werden also fast 10.000 Antikérper am 1. Tag nach der
Infektion produziert.

Aufgabe 13
a) K= gl X (x b)/ _ b'l‘Xb = p-xb-!
X
b) x > 0, damit der Logarithmus definiert ist. Fiir x° (b = 0) er-

hélt man das richtige Ergebnis. Die sich ergebenden Terme
sind z.T. auch fiir x < 0 zutreffend.

3 1
Die Funktion \/;( =X? z.B. ist auch fiir x < 0 definiert und die
Ableitung fir x < 0.

1 1
c) Ableitung: (ﬁ()' = (XEY = 1-x_E S
2 2-/x
Welche Funktion ist abgeleitet die Quadratwurzelfunktion? Der
Term muss x"® beinhalten, weil fiir den Exponenten
1,5 - 1= 0,5 gilt. Die Konstante muss aber entfallen:

3
Stammfunktion: f\/;( dx = %-X 2+c= %-\/Fw

d) Strategie wie eben, also xbt1 wichtiger Bestandteil der
Stammfunktion, Konstante muss wieder entfallen:

Stammfunktion: fxbdx = b1—1xb+1+c, aberb = -1.

Aufgabe 14
Strategie fiir Stammfunktion: ((x2+d)"%)” :%-ZX-\/Xz +d,

also muss nur noch die Konstante angepasst werden:
3
a) Stammfunktion: fX-\/X2+d dx = % (x2+d)?+c

b) Die durchschnittlichen Kosten bei einer Produktion von 20
Paar Schuhen betragen etwa 10,52 GE pro Paar:

20 2 2 1,520
2L 7x Jx%:2500 4 ool 1 [2+250081 o
20 A 1000 20 3000 o

analog 5,52 GE bei 50 und 15,39 GE bei 200 Paaren.

el
o enl\’*OS\

Schuh-Paali
60 80 100 120 140 160 180

0 20 40

2 1,5
c) K(x) S X007 o e K(0) = 200 muss € = an
3000 3

sein. Die Skizze zu K ist bei der Aufgabe (S. 8) abgebildet..

Aufgabe 15

In der folgenden Abbildung sind die Graphen zu den Funktio-
nen mit den Termen f,(x) = x ", f,(x) = x 2und f,(x) = x *zu
sehen (welcher Graph gehért zu welcher Funktion?).

Gemeinsame Punkte: A
(111) ‘
(-1]-1) ungerader Exp. 2
(-111) gerader Exp.

4 h\1 0 1 2 3

Graph naher an y-Achse betragsmaRig kleiner Exp.
Graph naher an x-Achse | betragsméaRig groRer Exp.

N

Analoges kann man fiir x”°, x”¢, x®” usw. machen, ungerade
Wurzeln kénnen eingebaut werden.

Aufgabe 16

a) An den Schnittstellen miisste das Lenkrad herumgerissen
werden. Es ist also nicht méglich, genau in der Spur zu blei-
ben. Teile des Krimmungsverhaltens beschreibt die 2. Ablei-
tung. Wir betrachten den Punkt, an dem die Linkskurve in eine
Gerade miindet. Der untere Kreis habe seinen Mittelpunkt im
Nullpunkt und den Radius 1 (in L&ngeneinheiten). Dann hat er
die Gleichung x* + y?= 1 bzw. y* = 1 - x2 Der unter der x-
Achse liegende Halbkreis hat daher die Funktionsgleichung

f(x) = -y/1-x2 (x € [ 1,0]), die Gerade g(x) = -1 (x > 0).
Betrachtet wird der Punkt P(0|- 1), an dem die beiden Funktio-
nen zusammengesetzt werden.

0= —*_ und )= —1
1-x2 (1-x3"

Punkt P ist f”(0) = 1, aber g”(0) = 0, die Kriummungen gehen

nicht ,nahtlos® ineinander tber = Krimmungsruck.

Die beiden Kurventeile gehen aber ,glatt* ineinander tber,

weil f(0) = g’(0) = 0.

g”(x)=0.Am

5

b) Als Skalierung wahlt man z.B. 1 Einheit = 100m. Eine ge-
eignete Lage des Koordinatensystems ist genau der ,Mittel-
punkt": die linke StraBe endet bei (- 0,5] 0,5), die rechte bei
(0,5]-0,5). Dann ist fur die gesuchte Funktion h zu erfiillen

() h(-0,5)=0,5 (i) h(0,5)=-0,5 (stetig)

(i) h’(-0,5)=0 (iv) h’(0,5)=0 (differenzierbar)

(v) h"(-0,5)=0 (vij h”(0,5) =0 (kein Krimmungsruck)
6 Bedingungen flihren auf ein Polynom 5. Grades, das aber

symmetrisch zum Ursprung ist (daher nur 3 Bedingungen né-
tigh: h(x) = -6x° + 5x° - 1,875x.

15
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Aufgabe 17
a) Volumen (bleibt) =5,5-2,3-0,7=8,855=1-b-h
FlachenmaR Schachtel: Aillb,h)=1-(2b+3h)
Flachenmaf Schubfach: Ay(l,b,h) = (1+4 h)b +2h)
Gesamtflache: A(l,b,h) = 2bl + 3hl + bl + 2hl + 4hb + 8h?
A(l,b,h) = 8h% + 5hl + 4hb + 3bl
Nebenbedingungen: 1=5,5und 8,855=55bh=b = 1,61h’1
Eingesetztin A: A(h) = 1600h3+5500h2+1288h+5313,

200h

A() =82+ 294, 161, 8318y _qgp, 95 5313

2 25 200h 2 200h2
Lésen durch ausprobieren: A’(0,7)~-15,5, A’(0,8)~-1,2,
A’(0,9)=9,1 = Nullstelle zwischen 0,8 und 0,9, nahe an 0,8:
A’(0,81)~-0,03. Es kann h = 0,81 als optimal angesehen
werden. Daraus folgt b~1,99.
Der alte Materialverbrauch war 67,56 cmz, der neue ergibt

etwa 66,8 cm?, eine Einsparung von etwa 0,8 cm?.

b) Die Breite ist geringer, daher die Werbeflache oben und
unten kleiner. Der geringe Héhenzuwachs bringt in dieser Hin-
sicht wohl nichts ein.

Ob wirklich Material gespart wird, hangt von der GroRe der
Pappebdgen ab, mit denen der Zuschnitt erfolgt.

Aufgabe 18

Wenn Sie die Stellen untersucht haben, an denen je zwei Ter-

me aufeinander stoen, so haben Sie vermutlich bemerkt,

dass

« die ,Spriinge“ sich in Grenzen halten (der groRte Sprung
liegt bei etwa 90 Pfennig)

« die ,Glattheit” aber jedenfalls an zwei Stellen zu wiin-
schen lasst: der Graph hat dort einen Knick. Der Uber-
gang vom Grundfreibetrag zur ersten Steuer bei 1681 DM
beginnt mit einer Steigung von 0,2 (vergl. rechte der Ab-
bildungen auf S. 10), beim folgenden Ubergang bei 8010
DM andert sich die Steigung von 0,2 abrupt in etwa 0,27.
Auch dies ein deutlicher Knick ((vergl. linke der Abbildun-
gen auf S. 10). Die anderen Ubergangsstellen sind glat-
ter.

Informationen

Die folgenden Aufgaben verwenden Quellen in:

Aufgabe 3 [1],S. 130
Aufgaben 6,7,8 [1], S.232f
Aufgabe 11 [3], S. 166
Aufgaben 12,14 [2], S. 293

Der Text zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
basiert auf [4], S. 280ff.

Die Clipart-Bilder stammen aus WordPerfect® Office 12

G4 - Loésungsvorschlage

Weist der Graph einer Funktion eine Sprungstelle oder einen
Knick auf, so ist an dieser Stelle die Funktion nicht differen-
zierbar, weil der Grenzwert der Sekante nicht oder nicht ein-
deutig bestimmt werden kann.

Sprungstelle

N
T
Q
9
N
N
g
Q
RS
S
9
<

Eine Funktion, die keine Sprungstelle(n) aufweist, heiit stetig.
Man kann den Graphen einer stetigen Funktion durchzeichnen
ohne den Stift hochzunehmen, falls die Definitionsmenge kei-

ne Liicken aufweist So ist f X — 1 stetig, obwohl man nicht

durchzeichnen kann, weil die Definitionsmenge IR* eine Liicke
aufweist.

[1] R.BRODIE, S. SWIFT - Qmaths 12b
Moreton Bay Publishing, Melbourne 1996

[2] R.BRODIE, S. SWIFT - Qmaths 12¢
Moreton Bay Publishing, Melbourne 1996

[3] GEORG GLAESER - Der mathematische Werkzeugkasten
Elsevier, Miinchen 2004

[4] TiETzE, KLIKA, WOLPERS - Mathematikunterricht in der Se-
kundarstufe Il, Band 1 - Vieweg, Braunschweig 1997



G4 - Projektaufgaben

VII. Projektaufgaben

Projektaufgabe 1 - U-Bahn

In dieser Aufgabe sollen Sie die Fahrt eines U-Bahn-Zuges zwischen zwei Haltestel-
len modellieren. Die sich ergebende Funktion darf aus mehreren Termen zusammen-
gesetzt sein (muss es aber natiirlich nicht).

Fir eine Fahrt zwischen zwei Haltestellen wird eine Funktion f gesucht, sodass der
zurlickgelegte Weg f(x) eine Funktion der Zeit x ist (Weg in m, Zeitin s).

Es geht um eine Fahrtstrecke der Hamburger Hochbahn AG, namlich die letzte Stre-
cke der U1 von der Haltestelle ,Richtweg" zur Haltestelle ,Norderstedt Mitte", die ca.
1200 m lang ist. Die DT4-Zlige (die neuesten Zlige, die in Hamburg eingesetzt wer-

den) dirfen dort die Hochstgeschwindigkeit von 80 km/h fahren.

Verwenden Sie fir lnre Modellierung die rechts
stehenden Daten der Hamburger Zlge.
Dokumentieren und analysieren Sie Ihre Modellie-
rung
(z.B. Skizze des Graphen, Beschreibung der
Bewegung Zuordnung der Terme auf Situa-
tionen der Zugfahrt ...)

Haben Sie irgendwelche zusatzliche Annah-
men gemacht, um Ihr Modell zu realisieren?

DT 4 Technische Daten
Welche Fahrtzeit ergibt sich in Ihrem Modell? | Motorleistung: 8x 125 KW
Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem Fahr- Hochstgeschwindigkeit: 80 km/h
Anfahrtzeit 0-80kmhin25s
plan. Bremszeit 80 - 0 kmihin20's

Andern Sie Ihr Modell gegebenenfalls ab.

17
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Projektaufgabe 2 -Logistisches Wachstum

Die reinen exponentiellen Wachstumsfunktionen sind flr langere Zeitrdume zumeist
nicht geeignete Modelle, da z.B. die Beschranktheit des Lebensraumes und der Le-
bensmittel ein unbeschranktes exponentielles Wachstum gar nicht zulassen. Oft be-
obachtet man ein so genanntes ,logistisches" Wachstum (diesen Namen wahlte der
belgische Mathematiker PIERRE-FRANCOIS VERHULST (1804 - 1849), wobei unbekannt
ist, warum er den Namen gewahlt hat. Man nennt dieses Wachstum nach seinem
,Entdecker" auch Verhulst-Wachstum), das durch die Funktion w mit
w(X) = L (x > 0)
1+a_e—A-K-x
Konstante: K > 0 und gréRer als w(0) (K hei3t Kapazitét); a, A > 0
beschrieben wird.

a) Betrachten Sie zunachst ein Beispiel aus der Zoologie, namlich das Wachstum
einer Drosophila-Population:

350

1+148 02
Welche konkreten Zahlenwerte haben jetzt die Konstanten K, a und A?

Der Funktionsterm des logistischen Wachstums lautet hier w(X) =

Versuchen Sie, moglichst viele Eigenschaften des logistischen Wachstums zu
erkennen (Graph, Zusammenhang mit Konstanten, ...). Siehe auch das zugehori-

ge Applet.
vA_
X
350 {
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b) Zeigen Sie, dass fir die erste Ableitung von w(x) folgende Beziehung gilt:
w'(x) = A - w(x) - (K- w(x)).

Interpretieren Sie diese Gleichung im Wachstumsmodell.




G4 - Projektaufgaben

Projektaufgabe 3 - Volumenberechnung

Versuchen Sie, das Volumen des abgebildeten Kdrpers zu berechnen.

* Die Grundflache ist ein Kreis mit dem Radius 5.
* Die Hohe des Korpers ist 10 (Langeneinheiten).

* Jede dazu parallele Ebene hat als Schnittflache mit dem Korper ebenfalls einen
Kreis mit dem Radius r(x) (fir 0 < x < 10, in LE).

* Die Mittelpunkte aller Kreise liegen auf einer Senkrechten zur Grundflache.

«+  Fir den Radius gilt f(x) =5-y/X.

Entwickeln Sie an Hand des Beispiels eine allgemeinere Formel zur Volumenberech-
nung.
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Projektaufgabe 4 -Gezeiten

Flir die gesamte Aufgabe kénnen Sie Ihr Wissen (iber Eigenschaften der Sinus-Funk-
tion verwenden, Methoden der Differenzialrechnung sind dann kaum nétig.

Die Deutsche Bucht als Teil der Nordsee unterliegt den Gezeiten. In einem regel-
maRigen Rhythmus von gut 6 Stunden verandert sich die Wassertiefe abwechselnd
zu einem Hochstand (Hochwasser) und einem Niedrigstand (Niedrigwasser). Es stel-
len sich also an jedem Tag etwa 2 Hoch- und 2 Niedrigwasser ein.

Hinzu kommt, dass sich im Laufe eines Monats in Abhangigkeit von den Mondphasen
die Hoch- und Niedrigwasserstande andern mit jeweils zwei Maximal- und zwei Mini-
malwerten. Zur ,Springzeit“ und in zeitlicher Nahe (ca. + 4 Tage) sind die Hochwas-
serstande besonders hoch und die Niedrigwasserstande besonders niedrig und zur
,Nippzeit und in zeitlicher Nahe sind die Hochwasserstande relativ gering und die
Niedrigwasserstande relativ hoch.

Ay Kurve 1
AT AT A AR LA RAAT]  Nebenstehend sind drei
LDV TVL VL Kurven abgebildet. Die y-
\CHT BT TL R T ol LT el AL AT ™ Achsen zeigen an einem
ATV E VY VTV VUV UV RV UV VUV T fogten ort Hafen, 2B,
Norderney) jeweils den
2 A, Kurve 2 W asserstand (Pegel) in
2 Metern bezogen auf den
I — — ——  mittleren Wasserstand an,
1 [ ] die x-Achse ist eine Zeit-
. achse mit einer Einteilung
] ) ) ] P 1 7 > in Tagen. Jeder Monat des
; Jahres wird mit 30 Tagen
- verrechnet.
* Ay Kurve 3
i R AR Lol
AL AR

It
|
B

p=
—
—
-
-
<4
P

a) Die Kurven 1 bis 3 haben folgende Funktionsgleichungen:

f(x) = %‘Sin( %’“%) +%’ g(x) = sin (12 x) und h(x) = f(x) - g(x).

Entscheiden Sie, welche Kurve zu welcher Funktionsgleichung gehort.

Fortsetzung nachste Seite =
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Seite 2 von Projektaufgabe 4 - Gezeiten

b)

c)

d)

e)

Die Funktion h modelliert grob die Gezeiten in dem betreffenden Hafen.
x = 0 markiert den Beginn eines Monats.

Bestimmen Sie innerhalb der ersten 7 Tage des Monats die genauen Zeitpunkte
(in Tagen, Stunden und Minuten) und die zugehdrigen W asserstande zur Spring-
zeit fur das hdchste Hochwasser und fir das niedrigste Niedrigwasser.

Berechnen Sie dabei zunachst die Extremstellen der beiden Funktionen f und g
im Intervall [0;7], um mit diesen Ergebnissen die Hoch- und Tiefpunkte der Ge-
zeitenfunktion h zu bestimmen.

Durch die Gezeiten entstehen Stromungen, zum Beispiel in den engen Durchfahr-
ten zwischen den ostfriesischen Inseln. Die Starke dieser Wasserstromungen (die
fur die Schifffahrt wichtig ist) wird wesentlich auch davon bestimmt, wie stark das
W asser steigt oder fallt, mit anderen Worten durch die jeweiligen Anderungsraten
des Wasserstandes. Deshalb sollen hier die absolut maximalen Anderungsraten
des Wasserstandes und zugehdrige Zeitpunkte bestimmt werden. Dazu miissten
— nach Ublichem Verfahren — Nullstellen der 2.Ableitung der Funktion h ermittelt
werden, was aber — wenn man exakt rechnen will - relativ schwierig bzw. um-
standlich ist. Nun &ndert sich aber die Funktion f im Vergleich zur Funktion g rela-
tiv wenig, so dass in der Nahe jedes Zeitpunktes x, der Wert f(x,) ndherungswei-
se als konstanter Faktor auf g(x) wirkt.

Betrachten Sie deshalb zunachst vereinfachend Gezeitenfunktionen, bei denen
Hoch- und Niedrigwasser jeweils immer den gleichen W asserstand erreichen, bei
denen also der Wasserstand zum Zeitpunkt x durch k-g(x) beschrieben wird mit
einer Konstanten k (k > 0) und bestimmen Sie unter dieser Annahme die Stellen
(Zeitpunkte), bei denen der Betrag der Anderungsrate des Wasserstandes manxi-
mal wird.

Bestimmen Sie nun unter diesen vielen Zeitpunkten die beiden, die benachbart
zum ersten Springzeitpunkt sind, und begriinden Sie, dass die dem Betrage nach
absolut héchsten Anderungsraten ziemlich genau hier zu erwarten sind. Bestim-
men Sie deshalb diese beiden Anderungsraten und rechnen Sie das Ergebnis
auch in die Einheit cm/min um.

Die Funktion f ist vom Typ f(x) = a - sin (bx + ¢) + d.

Beschreiben Sie die mathematische Bedeutung der Variablen a, b, c und d und

interpretieren Sie im Kontext der Gezeitenfunktion h die daflir gewahlten Zahlen
12 m 3

i fur a, — flur b, — flrc, — fur d.
10 30 4 2

Auf Java verhalten sich die Gezeiten aufgrund der geographischen Gegebenhei-
ten und damit verbundenen Wellenuberlagerungen véllig anders. Hier treten ein-
tagige Gezeiten auf, das heil3t, dass im Laufe eines Tages lediglich ein Hoch-
wasser und ein Niedrigwasser verzeichnet werden. Das maximale Hochwasser
betréagt 0,60 m und das minimale 0,40 m. Am ersten Tag des betrachteten Mo-
nats findet das niedrigste Hochwasser statt.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung, die diese Gezeitenkurve wiedergibt.

Zentralabitur, Hamburg 2006
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