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1. Methodische und didaktische Hinweise

1.1 Material fiir Schiilerinnen und Schiiler

In der Datei ,G3-Aufgaben” sind Arbeitsblatter und Aufgaben
enthalten, die eine weitgehend selbststadndige Erarbeitung der
Inhalte durch die Schilerinnen und Schiiler ermdglichen.

Die Datei ,G3-Lernheft* enthalt thematische Informationen zum
Nachlesen fiir Schiilerinnen und Schiiler, die aber auch parallel
zu den Aufgaben eingesetzt werden kdnnen.

1.2 Kursinhalte

Dateien

G3-Aufgaben (Word, WordPerfect und PDF)
G3-Lemheft.pdf

I. Diskussion iiber Zufall und die Vorhersagbarkeit von Aktienkursen

+  Zufélligkeit von Aktienkursen

« Zufall* als zentraler Gegenstand der Stochastik, Verwendung in der Umgangssprache

Als Einstimmung in die Zufallsthematik eignet sich hervorragend
ein Horspiel von KARL VALENTIN zum Zufall. Karl Valentin liebte
es, in selbstverfassten Szenen eine eigene Logik aus Situation
und Sprache zu entwickeln. In seinem Hoérspiel zum Zufall strei-
ten sich zwei Personen Uber die Zuféalligkeit einer Situation. Die
eine Person schildert, dass sie am Vortag mit einem Bekannten
durch eine bestimmte StralRe ging und gerade von Radfahrern
sprach. Genau in diesem Moment sei ein Radfahrer vorbeige-
kommen. Was fir ein Zufall! Die andere Person behauptet je-
doch, dass dies kein Zufall sei, da die genannte Stralle eine
Hauptverkehrsstrale sei und dort standig Radfahrer vorbeika-
men. Diese Ausgangsituation fihrt zu einem lauthalsigen Streit-
gesprach Uber die Beschreibung eines Ereignisses als zufallig.

Im Anschluss an das Horspiel kann eine Diskussion daruber,
was die Schilerinnen und Schiiler unter ,Zufall“ verstehen, an-
hand von Arbeitsblatt 1 begonnen werden:

1) Mit dieser einfihrenden Aufgabe sollen erste Assoziationen
zum Zufall gesammelt werden.

2) Die Beispiele sollen darlegen, dass mit der Verwendung des
Begriffes ,Zufall“ in der Alltagssprache unterschiedliche As-
soziationen verknipft werden. Nebenstehend sind einige
mogliche aufgelistet.

Der Begriff ,Zufall“ wird also keineswegs immer im gleichen
Sinne verwendet wird. Zufall wird in der Umgangssprache
fur unvorhergesehene / unvorhersagbare Ereignisse benutzt
und haufig von Assoziationen begleitet, die durch die Begrif-
fe unwahrscheinlich, gleichwahrscheinlich, unbeeinflussbar,
Gliick oder Pech o. a. beschrieben werden kénnen.

In anderen Sprachen ist es z.T. méglich, den Begriff Zufall
entsprechend differenzierter auszudriicken. So stehen im
Englischen z.B. flr die Beschreibung eines zufalligen Er-
eignisses die Begriffe chance, accident, random und coinci-
dence zur Verfugung. Fir das unerwartete Zusammentref-
fen zweier Personen kann z.B. der Begriff coincidence ver-
wendet werden.

3) Beieinigen Ereignissen féllt die Einteilung in vorhersagbar
bzw. unvorhersagbar vermutlich relativ leicht. Strittig konnte
die Zuordnung bei den Ereignissen ,Morgen regnet es“ und
,Der Sieger der nachsten Bundestagswahl® sein. Aufgrund
der Méglichkeit der Wettervorhersage bzw. Wahlprognosen
kdénnten diese eigentlich unvorhersagbaren Ereignisse auch

KARL VALENTIN (1882 - 1948)
Munchner Komiker

Zuféllig traf ich meinen alten Schulfreund im Flugzeug
nach Mallorca.

Beide Personen haben ihren Flug geplant und somit
vorhergesehen. Das Zusammentreffen war jedoch un-
erwartet, unvorhergesehen, Uberraschend,...

Gestern sah ich zuféllig einen Regenbogen.

Fir die betroffene Person war das Ereignis ebenfalls
unerwartet und unvorhergesehen, aber auch (als Natur-
ereignis) unbeeinflussbar.

Fiir unsere Umfrage haben wir von 150 Schiilern 20
zuféllig ausgewdhlt.

Bei einer zufélligen Auswahl ist nicht vorhersagbar, wel-
che Personen ausgewahlt werden. Die Auswahl soll
willkiirlich erfolgen und alle Personen sollen die gleiche
Chance haben gewahlt zu werden. Die Verwendung des
Begriffes Zufall in diesem Zusammenhang impliziert also
auch eine Vorstellung der Gleichverteilung der méglichen
Ereignisse.

Das wére wirklich Zufall, wenn ich mein Abi schaffen
wiirde.

Die Verwendung des Begriffes Zufall in diesem Zusam-
menhang soll vermutlich ausdriicken, dass dieses un-
vorhersagbare Ereignis als relativ unwahrscheinlich ein-
gestuft wird.

Zuféllig zog ich an der Losbude den Hauptgewinn.
Zufallig im Sinne von unvorhersagbar, unerwartet, unbe-
einflussbar, Gllick, ...

Das ist Zufall: Gerade heute habe ich meine Hausauf-
gaben vergessen und nun féllt Mathe aus.

Unerwartetes Zusammentreffen von zwei Ereignissen.
Zufall im Sinne von unvorhergesehen, unerwartet, Glick,



Die Fragen von Arbeitsblatt 1 kénnen

in einer gemeinsamen Runde diskutiert werden,
es bietet sich aber auch an,

nur die erste Frage gemeinsam zu diskutieren
und alle weiteren zunachst in Kleingruppen
bearbeiten zu lassen.

Eine / einer aus jeder Kleingruppe

sollte dann die Ergebnisse protokollieren,

so dass sie anschlieBend

zusammengetragen werden kénnen.

Der gescheiterte Bérsenprofi ist sicherlich iberzeug
von der ,Richtigkeit* seiner Method

und wird vermutlich behaupten:

,Das war ja nur Zufall, dass die Kleine gewonnen hat..”
Zufall im Sinne von Gliick, unwahrscheinlich,

ein Ausnahmefall. Hat er Recht?

Ist seine Methode richtig und hat nur

ausnahmsweise mal versagt?

Oder sollten alle Anleger ihre Aktienauswahl

lieber zufallig treffen wie Tia?

Ist Tias Methode die richtige?

Wie findet man heraus, welches die richtige Methode ist?
Gibt es Uiberhaupt die richtige Methode?
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als vorhersagbar eingestuft werden.

W eiterer Diskussionspunkt kdnnte auch die Tatsache sein,
dass das gleiche Ereignis fiir eine Person nicht vorhersag-
bar und fiir eine weitere je nach Kenntnisstand vorhersag-
bar sein kann.

Das Ergebnis eines W irfelwurfes ist praktisch nicht vor-
hersagbar, kénnte aber theoretisch durch die Gesetze der
Mechanik berechnet werden, wenn die genauen Anfangs-
bedingungen vorliegen wirden.

4) Vermutlich werden die Ereignisse, die als unvorhersagbar
eingestuft wurden, auch als zufallig bezeichnet.

5) Zukunftige Aktienkurse sind nicht vorhersagbar. Niemand
kann den genauen Preis von morgen oder in einer Woche
vorhersagen. Nichts desto trotz verdienen einen Menge
Leute ihr Geld damit, Prognosen tber zukilnftige Aktienkur-
se zu erstellen. Diese Prognosen liefern nicht einen exakten
Kurs, sondern Intervalle, in denen sich der Kurs zu einem
bestimmten Zeitpunkt vermutlich bewegen wird.

6) Obwohl zukiinftige Aktienkurse unvorhersagbar sind, wer-
den sich wohl dennoch viele Schiilerinnen und Schiler
strauben, sie deshalb als zufallig zu bezeichnen. Aktienkur-
se sind durch bestimmte Faktoren (betriebswirtschaftliche,
psychologische, politische, volkswirtschaftliche,...) determi-
niert. Das komplexe Zusammenspiel dieser Faktoren, ihre
Anfalligkeit gegeniber duReren Einflissen und die Unmdg-
lichkeit, manche dieser Einfliisse vorherzusagen, fiihren
dazu, dass der Kurs letztendlich unvorhersagbar ist.

Man kann also Aktienkurse als zuféllig bezeichnen, wenn
man den Begriff zuféllig im Sinne von unvorhersagbar be-
nutzt. Ebenso kann man Aktienkurse als nicht zuféllig be-
zeichnen, wenn zuféllig im Sinne von unbeeinflussbar oder
auch undeterminiert verstanden wird.

Als nachstes sollte der Artikel Klein-Tia zeigte es dem Profi aus
dem Weserkurier (siehe Arbeitsblatt 2) verteilt und diskutiert
werden. Als Diskussionsanregungen kdnnen dazu nebenste-
hende Uberlegungen und Fragen genutzt werden.

Dabei sollte zunachst einmal deutlich werden, dass es verschie-
dene Methoden fir die Analyse und Prognose von Aktienkursen
gibt. Die Schilerinnen und Schiiler kennen vielleicht auch selbst
einige, die sie vorstellen kénnen. Ob diese Methoden gut oder
schlecht sind, kann daran gemessen werden, ob die in der Ver-
gangenheit gestellten Prognosen eingetroffen sind. Es kann
keine Methode geben, die Prognosen erstellt, die immer zutref-
fen. Es gibt fir die Analyse und Prognose von Aktienkursen
nicht eine einzige richtige Methode, sondern viele Methoden,
deren Prognosen vielleicht haufiger oder seltener zutreffen. Je-
der Anleger muss fur sich entscheiden, welcher Methode er am
meisten vertraut und diese auswahlen (oder auch mehrere Me-
thoden kombiniert anwenden).

Der Modellierungsgedanke soll hierbei deutlich werden: Aktien-
kurse als ein ,Stlick Realitat”, auf das verschiedene Modellie-
rungsmethoden angewendet werden kénnen. Ob die Methoden
gut oder schlecht sind, kann daran gemessen werden, ob die
Prognosen, die sie geliefert haben, mit der Realitat mehr oder
weniger gut harmonieren.
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Anmerkung
Es gibt eine ,Methode®, mit der Kursprognosen erstellt werden kénnen, die
mit ziemlicher Sicherheit auch eintreffen: die Verwendung von Insiderinfor-
mationen. WeiRl man z.B. schon von dem Konkurs einer Firma, bevor diese
Information an die Offentlichkeit dringt, so kann man mit ziemlicher Sicher-
heit eine Talfahrt des zukiinftigen Aktienkurses vorhersagen. Der Erhalt
solcher Insiderinformationen sollte jedoch eigentlich unmdglich sein, um die
Funktionsfahigkeit der Borse zu gewahrleisten. Beim dem Verdacht einer
Bereicherung aufgrund von Insiderinformationen werden deshalb die ent-
sprechenden Personen auch strafrechtlich verfolgt.

Die Theorie des effizienten Marktes besagt, dass zu dem Zeitpunkt, an dem
man eine Information erhalt, die Einfluss auf den Kurs einer (oder mehrerer)
Aktie(n) hat, sie sich bereits auf deren Aktienkurs niedergeschlagen hat.
Demnach kann also ein Borsenmarkt nur effizient sein, wenn Insiderinfor-
mationen ausgeschlossen werden kénnen und somit alle potentiellen Anle-
ger Uber die gleichen Informationen verfiigen (bzw. theoretisch verfiigen
konnen). Dass dies in der Praxis nicht immer der Fall ist, hat z.B. der 11.
September 2001 gezeigt. Es gab einige Aktionare die Verbindungen zum
Drahtzieher des Attentates auf das World-Trade-Center in New York hatten
und die seine Auswirkungen auf die Bérse allgemein und auch bestimmte
Aktien abschéatzen konnten und durch entsprechende Transaktionen hohe
Gewinne erzielen konnten.

Il. Mathematische Schatzmoglichkeiten fiir den Aktienkurs von morgen

+ Erste, einfache Methoden einer mathematischen Aktienanalyse mit realen Kursdaten

Zu Beginn dieses Abschnittes sollte zunachst der Begriff ,ma-
thematische Aktienanalyse® erlautert werden:

Die mathematische Analyse ist eine von vielen Aktienanalyse-
formen. Sie untersucht die zurlickliegenden Kursdaten einer
Aktie anhand verschiedener mathematischer Analysemethoden
und erstellt daraus auch Schéatzungen fir die Zukunft. Faktoren
wie z.B. die Auftragslage des Unternehmens oder auch politi-
sche Entwicklungen spielen hier keine Rolle, eine ,Prognose*
wird nur aufgrund der empirischen Daten getroffen.

Mit dem Arbeitblatt 3 sammeln die Schilerinnen und Schiler
erste Ideen, wie man aus empirischen Daten ein Schatzintervall
flir den Kurs von morgen bestimmen kdénnte.

Dabei sollen u.a. folgende Gesichtspunkte herausgearbeitet

werden:

* Der Kurs kann am 23. Mai 2005 gestiegen oder gefallen
sein. Der Kurs vom Vortag sollte daher innerhalb der Gren-
zen eines maoglichen Schatzintervalls liegen:

Kasos0s € [Kaoosos = G1i Kagosos + Gal-

* Als mdgliche Schatzintervalle werden vielleicht sehr grof3e
Intervalle genannt, in denen der Preis mit groRer Sicherheit
gelegen hat, z.B. das Intervall [133,83 - 100; 133,83 + 100].
Diese Schatzung trifft mit groer Sicherheit ein, nitzt aber
einem Anleger, der das mdgliche Risiko der Aktie beurteilen
mochte, wenig. Gesucht ist also ein mdéglichst kleines Inter-
vall, in dem der Kurs mit groBer Sicherheit gelegen hat.

Wie kann man nun die Grenzen G, und G, aus den vorliegen-
den Daten schatzen?

Eine Mdéglichkeit besteht darin, die taglichen Kursspriinge

(K, - K,_4) der zurtickliegenden Daten zu berechnen und zu pro-
gnostizieren, dass der Kurssprung vom 20. auf den 23. Mai ver-
mutlich nicht groRer war als der grofRte positive bzw. negative
Kurssprung der Tage zuvor. Der gréf3te positive Kurssprung

.z
.

Das Diagramem reigt den Kursveraut der Skdie vom
20.05 0% bis 20.05.05.

Kinnen Sie ein Intervall angeben, in dem der Kurs
wermutlich am 23. Mai 2005 gelegen hat?
(20 Mai 2005 war Frelag. 23, Mal 5005 Moz arg)

Der Kurs am 23. Mai 2005 war 136,32 €.
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wird im Folgenden mit max (K, - K,_,) bezeichnet, der groRte
negative mit min (K, - K._;). Daraus ergibt sich folgendes
Schéatzintervall fir den Kurs vom 23. Mai 2005:

[Kao0s05 + Min (K, = Ki_1); Kaooses + max (K, - K, )].

Diese Methode hat natirlich wenig Erfolg, wenn nur ein paar
Kursspringe betrachtet werden. Die Anzahl der untersuchten
Daten sollte moglichst grof3 sein, um die Treffsicherheit der
Schatzung zu erhdhen.

Falls die Schilerinnen und Schiiler diese Schatzmoéglichkeit
nicht selber entwickeln, sollte von der Lehrperson an dieser
Stelle darauf hingewiesen werden.

Zunachst relativ kleine Datenmenge,  Mit Aufgabe 1 ermitteln die Schilerinnen und Schilern an-

um den Umgang damit zu erleichtern. ¢ - jieRend den gréRten negativen und gréRten positiven Kurs-
sprung aus vorliegenden Kursdaten der Aktie Adidas vom
19.11.2004 bis 20.5.2005.
Das zu berechnende Schéatzintervall wird im Folgenden auch
kurz min/max-Intervall genannt.

Anhand von Aufgabe 2 kann der Begriff der statistischen Wahr-
scheinlichkeit eingefiihrt oder wiederholt werden. Die vorliegen-
) den Kursdaten werden darauf untersucht, wie oft der Kurs im
Tabellenkalkullir:?o?wzgrg;g;nrg TJthbimn Beobachtungszeitraum gestiegen ist. Die Anzahl der positiven
und das entwickelte Schatzmodell zu tiberpriifen, 1-Tages-Differenzen, dividiert durch die Gesamtanzahl der
sollte von den Zusatzméglichkeiten ~ 1-Tages-Differenzen, ergibt die relative Haufigkeit und damit
in Aufgabe 3 eine Auswahl ausprobiert werden.  einen Schatzwert fiir die Wahrscheinlichkeit eines Kursanstiegs.
verschiegéiglggsi?lz?gtﬁgggg gsgzltceri}tav\l:grd::f Anhand dieses Expe.rimer]tes kann auch das empirische Gesetz
der groflen Zahlen eingefiihrt werden. Es kann untersucht wer-
den, ob sich die relativen Haufigkeiten fir einen Kursanstieg mit
der Anzahl der Werte stabilisieren.

Ill. Bestimmung eines 95%-Intervalls als Schitzintervall fir den morgigen Kurs

+ Schatzintervall, in dem der morgige Aktienkurs mit 95% Wahrscheinlichkeit liegt
* Normalverteilung, Varianz, Standardabweichung

Die Schulerinnen und Schiler sollen zunachst die grundlegende
Steigt oder fallt der Aktienkursim  Fragestellung dieses Abschnittes (aus Aufgabe 4) diskutieren,

Beobachtungszeitraum einmal sehr stark, die auch links abgedruckt ist
so vergrolert dieser ,Ausreiler” 9 :

das min/max-Intervall ebenfalls stark.  Eine mégliche Vermutung der Lernenden kénnte sein:
Kann man das Intervall verkleinem? ~ 95% der 1-Tages-Differenzen liegen im Intervall
Kann man ein Intervall schétzen,  [0,95-min (K -K 4); 0,95-max (K,-K, ,)]. Dieses Intervall ergibt
in dem der Kurs von morgen miteiner ~ sich aus der Annahme, dass die 1-Tages-Differenzen relativ
Wahrscheinlichkeit von 95% liegen wird?  gleichm &Big auf dem Intervall [min (K,-K,_,); max (K,-K,_;)]
verstreut sind, dass sie ,gleichverteilt” sind.

Was bedeutet mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%? Auch hier
kann die relative Haufigkeit als Schatzwert fiir die Wahrschein-
lichkeit eingesetzt werden. Die Uberpriifung mit einer Tabellen-
kalkulation kdnnte daher so geschehen:

Betrachtet werden wieder die 1-Tages-Differenzen einer grof3en
Anzahl vergangener Kursdaten. In welchem Intervall liegen 95%
der 1-Tages-Differenzen? Dieses Intervall [g,,9,] kann durch
Auszéhlen bestimmt werden, indem man jeweils 2,5% der mini-
malen und maximalen 1-Tagesdifferenzen streicht. Mit einer

W ahrscheinlichkeit von 95% liegt dann eine 1-Tages-Differenz
in diesem Intervall. Somit kann man schatzen, dass der morgige
Kurspreis mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% im Intervall
[Kheugle + 91 Kheute + 92] “egt

Die Uberprufung obiger Vermutung sollte ergeben, dass das
Intervall [g4,9,] nicht jenem erwarteten Intervall entspricht.
Daraus kann also geschlossen werden, dass die 1-Tages-Dif-
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ferenzen nicht gleichverteilt sind. Dieses Ergebnis sollte moti-
vieren, die Haufigkeitsverteilung der 1-Tages-Differenzen in
Aufgabe 5 naher zu untersuchen.

Nebenstehende Abbildung zeigt die relativen Haufigkeiten der
1-Tages-Differenzen der Aktie Adidas als Saulendiagramm und
man erkennt, dass kleinere Kursspriinge sehr viel haufiger vor-
kommen als groR3e.

In der folgenden Abbildung wurde Uber die Sdulendiagramm-
enden eine Kurve gelegt. Diese Kurve hat anndhernd die Form
einer Glockenkurve, auch GauB-Kurve genannt, welche rechts
abgebildet ist.
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An dieser Stelle sollte nun ein kurzer Exkurs zur Normalver-
teilung eingegliedert werden, z.B. mit Aufgabe 6. Dabei sind
die Kenntnisse folgender Sachverhalte zunachst ausreichend:

Anhand einer graphischen Darstellung wird die Gau3-Kurve
vorgestellt. Die zugehdrige GauB-Funktion wird ebenfalls
gegeben und je nach Vorkenntnisstand kurz erlautert.

Haufig hort man davon, dass ein bestimmtes Merkmal, eine
GroRe etc. normalverteilt ist. Gemeint ist damit in der Regel,
dass eine zugehorige Haufigkeitsverteilung bei einer aus-
reichend groRen Anzahl von Daten durch die GauR-Funktion
approximiert werden kann. Betrachtet man z.B. das Merk-
mal ,KérpergroRe“ eines Menschen und erstellt eine Haufig-
keitsverteilung in Form eines Saulendiagramms, indem z.B.
jeder moglichen Koérpergréfie in cm die Anzahl der Men-
schen zugeordnet wird, die diese GroRe besitzen, so wird
die Form des Saulendiagramms bei einer ausreichenden
Anzahl von Testpersonen vermutlich ebenfalls einer
Gauld-Kurve ahneln.

Auf weitere Eigenschaften der Normalverteilung wird im Folgen-
den noch eingegangen.

Die Einfihrung der Varianz bzw. Standardabweichung kann
durch einen Vergleich der Haufigkeitsverteilungen zweier Aktien
motiviert werden, wie etwa in Aufgabe 7:

Das berechnete min/max-Intervall fir die Aktie Infineon ist we-
sentlich kleiner, als das der Aktie Adidas. Bei der Aktie Infineon
sollte demnach auch fir den folgenden Tag mit einem kleineren
Kurssprung gerechnet werden.

Ein Vergleich der Haufigkeitsverteilungen (und auch der
95%-Intervalle) zeigt, dass bei der Aktie Adidas nicht nur die
Werte min (K,-K,_;) und max (K,-K,_,) weiter auseinander lie-
gen, sondern die Werte insgesamt weiter um ihren Mittelwert
streuen als bei der Aktie Infineon.

Allerdings verhalt sich dies offenbar auch so, weil die beiden
Kurse sich in der GroRenordnung stark unterscheiden. Wenn
Schuler und Schilerinnen dies entdecken, kann die Rendite

CARL FRIEDRICH GAuUsS (1777-1855)

Die1-Tages-Differenzen sind als Punkte dargestellt,
der Mittelwert  ist jeweils fast 0.
Die farbigen Linien markieren das Intervall [u-o ; y+a].

10
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Aktie Adidas

Aktie Infineon
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Rendite:
n-1
also die 1-Tages-Differenz relativ zum Kurs.

Hinweise zu Excel
(andere Programme analog)

Der Mittelwert p ist MITTELWERT).

Die Standardabweichung o ist STABWN() und die Va-
rianz V ist VARIANZEN()

Schiilerinnen und Schiiler, die nicht gewohnt sind
Anwendungsaufgaben mit realen Daten zu bearbeiten,
geben sich vielleicht mit der annahernden Uberein-
stimmung der Werte nicht zufrieden. Um ein Gespiir
dafiir zu entwickeln, ob die Abweichungen als akzepta-
bel einzustufen sind, kénnen die durch Auszahlung
ermittelten Grenzen [g,; g,] einmal um einen Wert nach
aufen oder nach innen verschoben werden. Der Ab-
stand zwischen zwei 1-Tages-Differenzen ist hiufig
groRer als die Abweichung zwischen g, und p -20
bzw. g, und p +20.

Die Abweichungen der Werte sollten den Schilerinnen
und Schiilern jedoch auch deutlich machen, dass hier
L,nur* ein mogliches Modell zur Beschreibung der Reali-
tat gefunden wurde. Eine Methode, mit der sich recht
gute Aussagen machen lassen, die aber auch ihre
Grenzen hat.
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eingeflihrt werden, welche die 1-Tages-Differenzen dann er-
setzt. Siehe sonst Aufgabe 11 d), in der die Rendite ebenfalls
eingefihrt werden kann.

Die Schulerinnen und Schiler kénnen in Aufgabe 7 verschiede-
ne Vorschlage fur ein Streuungsmal entwickeln:

Eine Mdglichkeit ware, einen Mittelwert y der 1-Tages-Differen-
zen D, = (K,-K,_4) zu berechnen und fiir alle Werte n € {1,.., N}
die jeweilige Abweichung von diesem Wert aufzusummieren.
Der Ausdruck

N
Z |Dn_“|
n=1

kénnte als MaR fiir die Streuung verwendet werden. Da dieser
Wert um so groRer ist, je mehr Werte untersucht werden, wird
die Summe durch die Anzahl N der untersuchten Werte divi-
diert:

1
. D -
N nZ; |Dy-H

In der Finanzmathematik wird ebenso wie in vielen anderen Be-

reichen mit einem etwas anderen Streuungsmaf gearbeitet, mit
der (empirischen) Varianz V:

1 N
V=LY D,-p
N n=1

Bei Verwendung der Varianz haben sogenannte Ausreil3er, also
extrem groRe Kursspriinge, durch die Quadrierung groRere
Auswirkungen auf das Streuungsmalf als bei der Verwendung
der Betrage.
Haufig wird statt der Varianz die Standardabweichung als
StreuungsmafR angegeben. Die Standardabweichung, meist
bezeichnet mit o, lasst sich aus der Varianz V berechnen durch:
o=V
In der Finanzmathematik dient die Standardabweichung auch
als MaR fir die Risikoabschatzung. Je héher die Standardab-
weichung der 1-Tages-Differenzen ist, desto starkere Kurs-
schwankungen treten auf und damit ist das Risiko fiir einen
groRen Verlust auch hoéher.

An dieser Stelle kénnen nun mit Aufgabe 8 die 0-Regeln vor-
gestellt und ihre Anwendbarkeit auf Aktienkursdaten von den
Schilerinnen und Schuilern getestet werden.

Eine annahernde Ubereinstimmung der Werte sollte ebenfalls
anhand weiterer Kursdaten getestet werden. Diese Untersu-
chungen sollten zeigen, dass eine Schatzung fur ein Intervall, in
dem der morgige Kurspreis mit einer Wahrscheinlichkeit von
95% liegen wird, auch Uber die 2-0-Regel getroffen werden
kann: Kmorgen € [Kheute + (”720) ; Kheute + (“+20)]

Fiir eine normalverteilte Gré3e gelten die o-Regeln:
Ist die Anzahl der beobachteten Werte ausreichend grol3, so
liegen

rund 68% der Werte im Intervall [u - o;u+ o]
rund 95% der Werte im Intervall [u-20 ; u+20d]
mehr als 99% der Werte im Intervall [u-30 ; u+30d]..
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IV. Entwicklung eines Modells fiir die Kursbewegung einer Aktie

+ Random Walk als Modell fiir eine Aktienkursbewegung
+ Zufallsvariable, Unabhéngigkeit

Durch die offene Frage, mit der Aufgabe 9 beginnt, kénnen zu-
nachst Ideen fir die Bestimmung eines Schatzintervalls fir den

Kurs in 2 Wochen gesammelt werden. a)

Eine Mdglichkeit fur eine Intervallschatzung besteht darin, statt
der 1-Tages-Differenzen einfach die 10-Tages-Differenzen zu
verwenden und ein min/max-Intervall ebenso wie ein 95%-Inter-
vall auf die zuvor beschriebene Weise zu berechnen.

Soll eine Schatzung fir einen Kurs in 2 Wochen erstellt werden,
so ist dieses Verfahren durchaus sinnvoll. Wenn jedoch der b
Kurs in einem Jahr geschatzt werden soll, so stehen dafir rela-
tiv wenig Daten zu Verfiigung und damit sind die Ergebnisse
kaum aussagekraftig. Und selbst wenn von einer Aktie 100 jahr-
liche Differenzen vorliegen wiirden, waren diese fir die Berech-
nung eines Schatzintervalls ungeeignet, da sich die allgemeine
Marktsituation und vermutlich auch die Situation des Unterneh-
mens in den letzten 100 Jahren stark geandert hat. Vielleicht
wurden z.B. vor 100 Jahren nur 50 Aktien des Unternehmens
verkauft, heute 50.000. Vielleicht wurde das Kapitalvolumen im
Laufe der Jahre ebenfalls drastisch erhdht.

Diese und viele weitere Faktoren machen die Situation der Aktie
heute mit der vor 100 oder auch 50 Jahren unvergleichbar. Zur
Bestimmung eines Schatzintervalls kommen daher nur jlingere
Daten in Frage.

o

)

Die Schilerinnen und Schiiler sollen méglichst selbst Modelle
entwickeln und mit dem vorhandenen Datensatz deren Vorher-
sagequalitat ausprobieren.

Aus dem min/max-Intervall fur die 1-Tages-Differenzen kann
z.B. ein Schatzintervall auf folgende Weise bestimmt werden:
Kheuter10 € [ Kheute * 10 -Min(K,-K;, 4); Kpeye + 10 -max(K,-K, 4)].
Das entsprechende Intervall ist sehr gro® und daher wenig ge-
eignet.

Es kdonnte auch die Behauptung aufgestellt werden, dass das
min/max-Intervall der 1-Tages-Differenzen auch als Schéatzinter-
vall fir den Kurs in 10 Tagen geeignet ist, die 10-Tages-Diffe-
renzen also eine ,ahnliche GroRenordnung haben* wie die 1-Ta-
ges-Differenzen. Diese Vermutung kann leicht durch die Be-
rechnung der Standardabweichung der 10-Tages-Differenzen
oder auch durch die Berechnung von max (K,-K,_;0) und

min (K,-K,_4,) revidiert werden. Die Standardabweichung der
10-Tages-Differenzen ist wesentlich héher und auch die maxi-
malen Werte sind vermutlich gréier.

Ein 95%-Intervall fur die 1-Tages-Differenzen wurde auf zwei
Arten berechnet. Einmal durch Auszahlung der vorhandenen
Daten und einmal Uber die 2-0-Regel. Eine mdégliche Schéatzung
fur ein 95%-Intervall kdnnte daher lauten:

Kheute+10 € [Kheute + 10'91; Kheute + 1092].

(g, und g, sind die durch Auszahlung gewonnenen Grenzen), bzw.
Kheute+10 € [Kheute + 10(“720% Kheute + 10(“+20)]

(u ist der Mittelwert, o die Standardabweichung der 1-Tages-Differenzen).

Ob diese Schatzintervalle geeignet sind, sollte von den Schiile-
rinnen und Schilern selbst tberprift werden, in dem nun ein
95%-Intervall fur die 10-Tages-Differenzen durch Auszéahlung
der empirischen Daten (wie anhand der 1-Tages-Differenzen
bereits durchgefiihrt) bestimmt wird und das Ergebnis mit den

Die Aktie Volkswagen hatte am Freitag, dem 20. Mai
2005 einen Kurs von 35,69 €.

Versuchen Sie, ein Intervall anzugeben, in dem der
Kurs zwei Wochen spéater, am 3. Juni 2005, gelegen
hat. Begriinden Sie Ihr Vorgehen.

Hinweis: Der Kurs am 03.06.05 war 36,31 €.

Ist Ihr Verfahren auch anwendbar, wenn etwa der
Kurs ein Jahr spater, also am Freitag, dem 19. Mai
2006, abgeschatzt werden soll (mit den Kursen bis
zum 20. Mai 2005)?

Schatzen Sie den Kurs der Aktie Volkswagen zwei
Wochen spater (3. Juni 2005) ab unter Verwendung
der 1-Tages-Differenzen.

Kann man unter Verwendung eines 95%-Intervalls
der 1-Tages-Differenzen ein 95%-Intervall fiir die
10-Tages-Differenzen bestimmen?

Uberpriifen Sie, ob Ihre Schétzintervalle geeignet
sind.
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Ergebnissen, die man durch Anwendung der beiden Modelle auf
die Daten erhalt, verglichen wird.

Die Uberpriifung sollte ergeben, dass die Intervallgrenzen der
Schatzintervalle stark von den empirisch ermittelten Intervall-
grenzen abweichen. Die betrachteten Intervalle sind also nicht
fur eine Schatzung geeignet. Wie kann man prazisere Aussa-
gen machen??

Begibt man sich auf die Suche nach einem Modell fiir ein reales
Phanomen, dann steckt dahinter in der Regel der Wunsch, auf-
grund bekannter Eigenschaften oder GesetzmaRigkeiten des
Modells, Riickschliisse auf das Verhalten des realen Phano-
mens ziehen zu kénnen. Wie kann ein Modell fir eine Aktien-
kursbewegung aussehen?

Dazu sollte nun zunachst mit den Schulerinnen und Schilern
gemeinsam ein Modell fir den morgigen Aktienpreis entwickelt
werden.

Der morgige Aktienpreis hangt ab vom heutigen:

K

morgen = Kheute v "?

Uber dieses Fragezeichen lasst sich folgendes aussagen: Be-
trachtet man im nachhinein eine groRe Anzahl dieser ,Fragezei-
chen” so sind diese annahernd normalverteilt.

Ein moégliches Modell kdnnte also sein:
Kmorgen = Kheute = Xi'

X ist dann eine annédhernd normalverteilte Gr6Re mit dem Mittel-
wert p und der Standardabweichung o, die aus den 1-Tages-
Differenzen der empirischen Aktiendaten berechnet werden
kénnen.

¥:

Ein ahnliches Modell existiert in der Mathematik zur Beschrei-
bung eines Random Walk, auch Zufallspfad genannt.

Mit Arbeitsblatt 4 (und Arbeitsblatt 5) wird anhand eines

Minzwurfspiels zunachst ein einfacher Random Walk realisiert.

Dazu teilen sich die Schilerinnen und Schiler in Zweiergruppen

auf. Jede Gruppe bendtigt eine Miinze und einen Stift. Die

Gruppen erhalten als Aufgabe, die Mlinze 18-mal zu werfen und

in dem Koordinatensystem von Arbeitsblatt 5 den sich ergeben-

den Zufallspfad entsprechend der Anleitung einzutragen.

Anhand dieses klassischen Miinzwurfexperimentes kénnen ein

paar Begriffe der Stochastik noch einmal wiederholt oder auch

eingefihrt werden.

* Ein Minzwurf kann mit dem stochastischen Begriff ,Zufalls-
experiment” bezeichnet werden, da das Ergebnis eines
Minzwurfes nicht vorhersagbar und in diesem Sinne zufallig
ist.

+ Beieinem Minzwurf kénnen die Ergebnisse ,Kopf‘ und
LZahl* auftreten. Méglich ist es auch, dass eine Minze beim
Wurf auf ihren Rand féllt. Dies passiert jedoch sehr selten.
Fir eine stochastische Beschreibung eines Minzwurfes
wird diese Mdéglichkeit daher meistens ignoriert und somit
die ,Realitat vereinfacht®.

« Ein (vereinfachter) Minzwurf mit den Ergebnissen ,Kopf*
und ,Zahl“ kann mit dem stochastischen Modell ,Laplace-
Experiment” beschrieben werden, da man davon ausgehen
kann, dass beide mdglichen Ergebnisse gleichwahrschein-
lich sind.




G3 - Methodische und didaktische Hinweise

* Die ,Zuwéachse” (+1 oder -1) beim Random Walk werden
auf Arbeitsblatt 5 als Zufallsvariable eingefiihrt.

Zu Beginn wurde darlegt, dass unter dem Begriff Random Walk
in der Mathematik ein schrittweise erzeugter Pfad verstanden
wird, bei dem die Richtung und gegebenenfalls auch die Lange
jedes Schrittes zuféallig gewahlt wird. In diesem Fall ist die Lange
eines jeden Schrittes konstant. Sie betragt immer eine Einheit.
Nur die Richtung wird in jedem Schritt zufallig ausgewahlt.

Minzwurfergebnisse werden, wie auch W iirfelergebnisse oder
Lottoergebnisse, in der Regel als zufallig bezeichnet. ,Zufallig*
im Sinne von ,unvorhersagbar®, aber auch im Sinne von ,alle
moglichen Ergebnisse sind gleich wahrscheinlich®, es handelt
sich um eine ,faire Miinze“. Ob die Miinze in diesem Sinne zu-
fallig ist, kann nur durch eine grofle Anzahl von Versuchsdurch-
fihrungen festgestellt werden. In diesem Zusammenhang kann
also auRerdem das empirische Gesetz der groBen Zahlen
angesprochen werden.

Die Ergebnisse eines Minzwurfes beeinflussen sich nicht ge-
genseitig. Das Ergebnis des 3. Minzwurfes hat z.B. keinen Ein-
fluss auf den 4., 5. oder 6. Minzwurf. Selbst wenn etwa 5-mal
nacheinander ,Zahl“ gefallen ist, kann beim 6. Mal noch einmal
,Zahl“ fallen. ,Die Minze hat kein Gedachtnis”.

Unter einem Random Walk versteht man in der Mathematik
einen schrittweise erzeugten Pfad, bei dem ausgehend von der
Startposition S, jede weitere Position S; durch Addition einer
Zufallsvariablen Z; entsteht:

S,=S,,+2Z miti=12,..

Durch die Zufallsvariablen Z, werden die Richtung und gegebe-
nenfalls auch die Lange jedes Schrittes bestimmt. Die Zufalls-
variablen Z; sind unabhéngig voneinander und identisch verteilt.

Was bedeutet: die Zufallsvariablen Z; sind identisch verteilt?

Identisch verteilt bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeiten fur
die mdéglichen Ergebnisse der Zufallsvariablen gleich bleiben.
Fir das Minzwurfexperiment wurde z. B. eine ,faire Miinze*
verwendet mit P(Kopf) = P(Zahl) = /2. Diese Miinze darf nicht
plétzlich wahrend des Random Walk durch eine gezinkte Minze
ersetzt werden, fir die andere Wahrscheinlichkeiten gelten.
Natirlich kann ein gesamter Random Walk auch mit einer ge-
zinkten Minze durchgefihrt werden, aber wahrend des Ran-
dom Walk dirfen sich die Wahrscheinlichkeiten nicht &ndern.

Die Zufallsvariablen missen nicht gleichverteilt sein. Es kdnnen

auch normalverteilte Zufallsvariablen fir einen Random Walk

verwendet werden. Aber eignet sich ein Random Walk
§$,=8.,+Z miti=1,...,n

mit normalverteilten Zuwachsen Z; als Modell zur Beschreibung

einer Aktienkursbewegung?

Beim Random Walk Modell sind die Zuwéachse Z; voneinander

unabhangig. Das bedeutet, dass sie sich nicht gegenseitig be-

einflussen und auf einen bestimmten Zuwachs ein beliebiger

anderer folgen kann.

Fragen zum Abeitsblatt 4

. Was heil3t in diesem Fall ,zuféllig ausgewahit*?

. Ist die Miinze ein geeignetes Instrument fiir eine ,zu-
fallige Auswahl*?

. In welchem Sinne ist das Ergebnis eines Miinzwur-
fes zufallig?

Fir die Zuwachse eines Random Walk gilt laut Definition,
dass sie unabhéngig voneinander sind. In welchem Sinne
sind die Ergebnisse des Miinzwurfes unabhangig von-
einander?

An dieser Stelle kann Aufgabe 10 bearbeitet werden.

Hier wird ein Random Walk mit Hilfe von Zufallszahlen
simuliert.

Um besonders viele Endpositionen simulierter Zufallspfa-
de zu erhalten, sammelt eine Schiilerin oder ein Schiiler
die Ergebnisse der verschiedenen Rechner.

Die Verteilung der Endpositionen sieht zunachst wieder
normalverteilt aus. Das wird im folgenden Abschnitt V auf-
gegriffen.
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Faszinierend ist es, an dieser Stelle die Ergebnisse des
Miinzwurfspiels der Schiilerinnen und Schiiler zu verwen-
den, die aneinander gefiigten Arbeitsblatter 5

(Zweites und alle folgenden Blétter entlang der y-Achse
knicken, dann den eigenen Nullpunkt auf den Endpunkt
des vorhergehenden Blattes kleben.).

Der gesamte Pfad der aneinander geklebten Blatter
erinnert bereits stark an eine Aktienkursbewegung.

Um die Anhlichkeit noch mehr hervorzuheben,
wird auf die Abbildung in Aufgabe 11 verwiesen:

Nebenstehend sehen Sie den Kursverlauf

der Aktie Infineon vom 20. Mai 2003

bis zum 20. Mai 2005

und einen aus diesen echten Daten simulierten Kurs.
Ohne Kenntnisse (iber die echten Kurswerte

ist kaum entscheidbar, welcher der beiden Graphen zu
den echten Kursen gehért und welcher zur Simulation.

G3 - Methodische und didaktische Hinweise

Bei Aktienkursen geht man meistens intuitiv davon aus, dass
die Kursspriinge nicht unabhangig voneinander sind, sondern
irgendwie miteinander in Beziehung stehen, dass ein Kurs-
sprung oder mehrere das weitere Kaufverhalten beeinflussen.
Die meisten Anleger beobachten den Kursverlauf sehr genau.
Viele entscheiden taglich, ob sie aufgrund der Kursentwicklung
der jingsten Vergangenheit eine Aktie kaufen oder verkaufen.
Wird eine Aktie z.B. aufgrund der guten Zukunftsaussichten als
gewinnbringend eingestuft und fallt ihr Kurs an einem Tag rela-
tiv stark, so entscheiden sich daraufhin vermutlich viele Anleger
zum Kauf dieser Aktie. Dies kann dazu fihren, dass der Kurs
wieder steigt.

Kann man trotzdem eine Aktienkursbewegung durch einen Ran-
dom Walk mit unabhangigen Zuwachsen modellieren?

2 VI Diese Modellie-
VWW rung und Uberle-
" ¥ gungen zu den
aufgeworfenen
Fragen stehen im
ey Mittelpunkt von

Aufgabe 11.

o

20.05.2003
25.06.2003
31.07.2003
05.09.2003
13.10.2003
18.11.2003
29.12.2003
05.02.2004
12.03.2004
21.04.2004
27.05.2004
02.07.2004
09.08.2004
14.09.2004
20.10.2004
25.11.2004
04.01.2005
10.02.2005
18.03.2005
27.04.2005

V. Untersuchung des Random Walk Modells

+ Bernoulli-Experiment, Bernoulli-Kette

* Binomialverteilung, Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung
+ Zusatz: Naherung der Binomialverteilung durch die Normalverteilung

Hinweise zu Excel
(andere Programme analog)

B(n;p;k) ist BINOMVERT (p;n;k;0), wobei die Null als
Schalter fungiert: Werte nicht aufsummiert.

18 55 158 275 M5 434 387 B 14 53 15 8 A

3 4 5 B 7 8 9 10 1 12 13 14 15 18

Galtonbrett - gibt es bei
www.schulphysik.de/statistik.html

In Aufgabe 12 werden verschiedene Aspekte des Random
Walk betrachtet und dabei die Begriffe Bernoulli-Experiment
und Bernoulli-Kette eingefiihrt und fir Spezialfalle deren
Wahrscheinlichkeit berechnet.

Die Durchfihrung zweier Experimente mit Hilfe des Computers
ermaoglicht einfach eine graphische Darstellung der Verteilung,
wie auch fur den Fall p = 0,5 ein Galtonbrett. In das Arbeitsblatt
G3-12A.xls bzw. G3-12A.qpw missen nur noch die Endergeb-
nisse der 25 Versuche eingetragen werden, sonst liegt alles vor,
z.B. auch die Werte fur die Binomialverteilung. Dieser Begriff
wird ebenfalls eingefiihrt und auf dem nachsten Aufgabenblatt
noch einmal aufgegriffen.

Die Schilerinnen und Schiiler werden dabei sicher die grof3e
Ahnlichkeit zur Normalverteilung sehen, worauf noch eingegan-
gen wird.

Auf dem Aufgabenblatt 8 wird die Formel flr eine beliebige
Bernoulli-Kette entwickelt. Dabei sollten die Ideen der Lernen-
den von Aufgabe 12 unbedingt aufgegriffen werden.

Eine Rechenubung schlielt sich an mit Fallen aus Aufgabe 12
d) und e), sodass dort die (gerundeten) Ergebnisse zu finden
sind.

Fir eine Binnendifferenzierung eignet sich Arbeitsblatt 6, wel-
ches Aspekte des Minzwurfspiels herausgreift und fir diese
speziellen Falle die Wahrscheinlichleiten berechnet mit dem Ziel
der Verallgemeinerung. Es ist fir einen Einsatz vor Aufgabe 12
gedacht.


http://www.schulphysik.de/statistik.html
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Die Aufgaben 13 - 15 haben als Schwerpunkt das Modell ,Bino-
mialverteilung“, die Aufgaben 16 und 17 das Modell ,Normal-
verteilung” und Aufgabe 18 den Random Walk.

Mit dynamischen Arbeitsblattern werden zum Abschluss die
Auswirkungen von Parametern auf die Verteilungen visualisiert
und charakteristische Eigenschaften der Verteilungen gesam-

melt (Aufgabe 19).

Binomialverteilung A

p=0.85 n=12

12 > 1538 ?

A p=05 n=11

05 . 06 Vergleich
Mittelwert: 5.5 , Standardabweichung: 1.66 Binomial- und Normalverteilung

0.4

1
Erwartungsw
1

0.3

Die Aufgaben 20 und 21 stammen aus dem Zentralabitur 2005
(Grundkurs).

Teile der Aufgaben wurden z.T. mit geanderter Formulierung in
Aufgabe 13 und 15 behandelt. Ldsungen, die an die Schilerin-

nen und Schiler ausgeteilt werden kdénnen, finden sich am En-

de dieses Heftes.

1.3 Historische Entwicklung

Platon bezeichnet die Kréfte
des Vermutens als
,stochastikos* aToxaoTIKOG

Die historische Entwicklung der Stochastik kann als kleines Pro-
jekt arbeitsteilig in Gruppen oder einzeln erstellt werden. Dabei
suchen die Schulerinnen und Schiler einzelne Aspekte zu die-
sem Thema im Internet, in Lexika, spezieller Literatur oder auch
im Lernbuch und pinnen diese z.B. an eine vorgegebene Zeit-
leiste.

1654

usw.

Briefwechsel zwischen
Blaise Pascal und Pierre
de Fermat

Alte Griechen

1.4 Portfolio

Selbststandig erarbeitete Aufgaben der Lernenden und/oder ein
eigener historischer Uberblick, aber auch etwa eine Zusammen-
fassung des Themas kdnnten in einem Portfolio gesammelt
werden, welches z.B. als Teil der laufenden Kursarbeit gilt.

1.5 Zeitvorschlag

ca. 40 Stunden (von 135 Stunden in 3 Semestern) m G4 G6

11
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2. Lernbicher / Literaturhinweise

2.1 Lernbiicher

Begleitend eignen viele aktuelle Blcher, z.B.
*+  BAuM, BRANDT, LIND, RIEMER, ZIMMERMANN - LS Stochastik - Ernst Klett Verlag - Stuttgart 2003

*  THOMAS JAHNKE / HANS WUTTKE - Mathematik: Stochastik - Cronelsen - Berlin 2005

2.2 Literaturhinweise / Links
[1] MARTINA DOHRMANN - Zufall, Aktien und Mathematik Vorschlége fiir einen aktuellen und realitdtsbezo-
genen Stochastikunterricht - Verlag Franzbecker - Hildesheim 2004

[2] MoRITz ADELMEYER / ELKE WARMUTH - Finanzmathematik fir Einsteiger Eine Einfiihrung fiir Studieren-
de, Schiiler und Lehrer - Vieweg - Braunschweig 2003

[3] PEGGY DAUME - Stochastische Finanzmathematik fir die Schule - In: Beitrage zum Mathematikunter-
richt 2004, S. 133ff - Verlag Franzbecker - Hildesheim 2004

[4] www.schulphysik.de/statistik.htm| Hier findet man das Galtonbrett und viele weitere Applets
(Es gibt im Internet diverses Material zu Aspekten des Themas).

[5] ANDREAS MULLER - Denken heif3t Zurechtmachen
unter http://www.learningfactory.ch/downloads/ als PDF-Datei unter ,ETHtools" und viele weitere
interessante Artikel bei denen es darum geht, ,das Lernen zu lernen®.
Die Vorschlédge zur ,Riickschau”im Lernheft basieren z.T. auf dem genannten Artikel.

. Losungsvorschlage zu den Aufg

Die Aufgaben 1 bis 12 wurden schon im Teil 1 erldutert und es liegen dazu meist Lésungsdateien vor,
sodass hier noch fiir einige wenige Stellen Hinweise nétig sind.

Ob in Aufgabe 5 die 1-Tages-Differenzen weitgehend die Form einer Normalverteilung annehmen, hangt
auch von der GréRe der Teilintervalle ab. Daher sollte man die Teilintervall-Lange in ein separates Feld
eintragen, damit dieser Wert leicht variiert werden kann.

Bei Aufgabe 6 ist ja die GauR-Kurve abgebildet, sodass die Symmetrie zur y-Achse sofort abgelesen
werden kann, vielleicht auch das Maximum bei (0]0,4). Der Term lasst erkennen, dass der Graph sich der
x-Achse beliebig nahert, aber sie nicht berthrt (keine Nullstellen).

Die DERIVE-Datei kann etwa bei der Frage, ob denn die Summe ,aller* Wahrscheinlichkeiten 1 ergibt,
eingesetzt werden. Dabei sollte auch auffallen, dass x beliebig Werte der Zahlengeraden annehmen kann
(unendlich viele/kontinuierlich statt wie bisher endlich viele/diskret).

Aufgabe 12
Fiihren Sie analog zu Aufgabe 10 einen Random Walk a) Endpositionen sind alle geraden Zahlen von -10 bis 10, of-
der Lange 10 durch, entweder mit einer Miinze oder mit fenbar nicht gleich wahrscheinlich.

Hilfe des Computers.
b) Die am einfachsten zu berechnende Endposition ist 10 (oder

8)  Welche Endpositionen S,, sind dabei erreichbar. ~10), weil das Abzéhlen der Moglichkeiten entfallt:

Sind alle denkbaren Endpositionen S, gleich

wahrscheinlich? Da p = q = 0,5 gilt, sind aus Symmetriegrinden die folgen-
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir eine den Wahrscheinlichkeiten gleich:
mdgliche Endposition S,. _ P(S4o=10)=P(S;p=-10)=1" 0,5'° = 0,001
c) Dieser Random Walk kann als Bernoulli-Kette der
Lénge 10 aufgefasst werden mit einer c) 4 Treffer bedeutet 6 ,Nieten®, also Endposition -2:
Trefferwahrscheinlichkeitvon p=05. Die Treffer kénnen auf 10 ,Pldtze“ verteilt werden: 10 Még-
\B/:[gjzﬁzr;:;‘f"eT‘r’;’;Qr’S&Ts;:'r°2§f§e;"Z‘I‘J';Zecﬂ‘s lichkeiten fiir 1. Platz, 9 fiir 2. Platz usw., also 10-9-8.7 ins-
X = 1) zu erzielen. gesamt. Da aber die Treffer nicht unterschieden werden
Welche Endpositionen sind mit 4 Treffern erreich- kénnen, muss noch durch die Anzahl der verschiedenen
bar? Anordnungen auf diesen 4 Plédtzen (Permutationen) dividiert

werden, also durch 4-3-2-1 = 4] = 210 Méglichkeiten:
B(10;0,5;4) = P(S,, = -2) =210-0,5"° = 0,205


http://www.schulphysik.de/statistik.html
http://www.learningfactory.ch/downloads/
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d) B(10;0,5;0) = B(10;0,5;10) = (S,, =%10)=1-0,5" = 0,001
B(10;0,5;1) = B(10;0,5;9) = P(S,, = #8) =10 - 0,5"° = 0,010
B(10;0,5;2) = B(10;0,5;8) =

P(S,,=+6)=109/2-0,5"°=45-0,5"~ 0,044
B(10;0,5;3) = B(10;0,5;7) =

P(S,, = +4)=10-9:8/3!-0,5"°=120-0,5""~ 0,117
B(10;0,5;4) = B(10;0,5;6) =

P(S,, = +2)=10-9-87/4!-0,5°=210-0,5" = 0,205
B(10;0,5;5) =

P(S,,=0)=109876/5!-0,5""=252-0,5"= 0,246
Symmetrie der Werte um Endposition 0, kbnnte Glockenkur-
ve ergeben: normalverteilt?

Ergebnisse zur 1. Zeile s.o.
3 7
B(10:1:3) = [ 19).[ 1] [ 8] < 0,155
6 3)\s) |
7 3
B(10: L7y = [ 19).[ 1] [ B] - 0,00025
6 7)\6) 6
10 0
B(10;X:10) - ( 10)(1] (ﬁ) ~ 0,00000002
8 10)(s) |6

a) Die Wahrscheinlichkeit fiir genau 5 fehlerhafte Schalter be-
tragt

P - [ 550]-0,55-0,949:18,49%.

Die Rechnung kann lber den entsprechenden Term der
Binomialverteilung mit dem Taschenrechner erfolgen.

Da es sich um eine Massenproduktion geht, kann man so
rechnen, als ob es sich um ein Ziehen mit Zuriicklegen han-
deln wiirde. Das Auftreten von Fehlern im Produktionspro-
zess wird wegen regelmaRiger Wartung als zuféllig ange-
nommen. Dadurch ist die Annahme der Unabhéangigkeit im
Produktionsprozess gerechtfertigt.

b) Es wird eine Stichprobe von n = 50 Stiick gezogen. Da 10%
der Schalter Ublicherweise fehlerhaft sind (also p = 0,1),
kann man in der Stichprobe 5 fehlerhafte Schalter erwarten
(50-0,1=n-p=5).

c) P(,hochstens funf fehlerhaft®) = P(,keiner fehlerhaft) +
P(,genau einer fehlerhaft*) + ... + P(,genau funf fehlerhaft®).
Aus dem Tafelwerk liest man dazu ab = 61,61%.

a) Beim 10-fachen Ziehen mit Zurticklegen aus der Urne 1 ist
die Anzahl der schwarzen Kugeln (10;0,6)-binomialverteilt.
«  P(,alle Kugeln schwarz*) = p'=0,6""=60%
5 5
+  P(,5 schwarze Kugeln®) = ( 10)-( i] ( i) =20,07%
5 10 10
*+ P(,hochstens 2 schwarze Kugeln aus U1“) =

10 9 2 8
(i) +10.£.(i] +(1°].(3] -(i) = 1,23%
10 10(10) | 2)(10) |10

. P(,mindestens 3 schwarze Kugeln aus U1") =
1-1,23% =98,77%.

d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir alle
denkbaren Endpositionen. Was stellen Sie fest?

Recheniibungen
B(10;0,5;4),B(10;0,5;6),B(10;0,5;0) und
B(10; % :3), B(10; % :7), B(10; % :10)

(aus 12.d) und e))

Aufgabe 13

Der Konzern ,Thermosicherheit* stellt Thermoschalter
in Massenproduktion her. Jeder Thermoschalter ist mit
einer Wahrscheinlichkeit von 10% fehlerhaft. Der Fehler
besteht darin, dass der Thermoschalter erst bei einer zu
hohen Temperatur auslést, also die Stromzufuhr zu
spat unterbricht.

Es wird eine Stichprobe von 50 Schaltern aus der lau-

fenden Produktion entnommen.

Dabei soll angenommen werden, dass die Anzahl der

fehlerhaften Schalter in der Stichprobe binomialverteilt

ist.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
von den 50 Schaltern genau 5 fehlerhatt sind.
Nennen Sie Griinde dafiir, warum die Annahme
der Binomialverteilung sinnvoll ist.

b)  Wie viele fehlerhafte Schalter kann man bei den
gegebenen Daten in der Stichprobe erwarten?

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
von den 50 Schaltern hochstens 5 fehlerhaft sind.

Aufgabe 14a

Betrachten Sie zwei Urnen.

Die Urne U, enthélt 6 schwarze und 4 weifle Kugeln.
Die Urne U, enthélt 3 schwarze und 7 weifle Kugeln.
In den folgenden Aufgabenteilen werden immer
einzelne Kugeln mit Zuriicklegen gezogen.

a

Aus der Ume U, soll 10-mal mit Zurlicklegen
gezogen werden.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

+  nurschwarze Kugeln gezogen werden

+ genau 5 schwarze Kugeln gezogen werden

+  hdochstens 2 schwarze Kugeln gezogen
werden

+  mindestens 3 schwarze Kugeln gezogen
werden.

13
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Aufgabe 14b und c

b) Betrachten Sie nun folgendes Stufenexperiment:
Mit Hilfe eines Miinzwurfs wird eine der beiden
auferlich nicht unterscheidbaren Urnen
ausgewahlt. AnschlieBend wird 10-mal mit
Zuriicklegen aus dieser Ume gezogen.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit oder
bestimmen Sie mit Hilfe des Tafelwerks, dass

+ genau 5 schwarze Kugeln gezogen werden
+ héchstens 2 schwarze Kugeln gezogen werden
+ mindestens 3 schwarze Kugeln gezogen werden.

c) Jetzt wird Ihnen folgendes Spiel angeboten: Der
Spielanbieter wahlt mit Hilfe eines Minzwurfs eine
der beiden duBerlich nicht unterscheidbaren Urnen
aus. Sie diirfen dann zu Testzwecken 10-mal mit
Zuriicklegen eine Kugel aus dieser Urne ziehen.
AnschlieBend miissen Sie sich entscheiden, ob Sie
fiir einen Spieleinsatz von 70 € an dem Spiel
teilnehmen. Wenn Sie teilnehmen, erhalten Sie
eine Auszahlung von 15 € fiir jede schwarze
Kugel, die sich in der ausgewahlten Urne befindet.
Natiirlich lohnt sich nur die Urne U,. Wenn Sie
wiissten, dass die Urne U, ausgewéhlt wurde,
wiirden Sie wohl nicht spielen. Viele schwarze
Kugeln beim Testen sprechen fiir U,.

Ein Statistiker berat Sie: Er schlagt vor, nur dann

zu spielen, wenn mehr als 5 schwarze Kugeln

gezogen werden.

+ Nehmen Sie an, dass die Urne U, vorliegt.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass Sie dennoch den Rat bekommen zu
spielen.

* Nehmen Sie andererseits an, dass die Urne U,
vorliegt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass Sie dennoch den Rat bekommen
nicht zu spielen.

Aufgabe 15

Hamburg — New York hin und zuriick 300 €
Fur diesen Flug kann eine Agentur z.B. 35 Platze
anbieten. Diese sind immer kurz nach dem Erscheinen
im Internet ausgebucht und bezahlt.
Allerdings werden vor Abflug im Mittel ca. 20 % der
gebuchten Reservierungen kurzfristig abgesagt
(storniert). Verwenden Sie fiir Inre Lésungen den
exakten Wert 20%. Da es sich um ein Sonderangebot
handelt, bekommen die Kunden bei Stornierung kein
Geld zurlick. Die Agentur aber kann all diese Platze
leicht als ,Last-Minute-Angebote* fiir 250 € zum zweiten
Mal verkaufen.
Fur die Agentur ist deshalb die Anzahl der Kunden von
groem Interesse, die pro Flugtermin stornieren. Es soll
dazu angenommen werden, dass pro Termin die
magliche Anzahl von Stornierungen binomialverteilt ist.

Bestimmen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit, dass fiir
den nachsten Flugtermin bei dieser Agentur

genau 7 Platze (durch Rechnung), hchstens 5 Platze,
mindestens 6 Platze storniert werden.

b)

c)

G3 - Lésungsvorschlage

Man betrachtet die ganze Situation als Stufenexperiment
und wendet die Pfadregeln an: Auf der ersten Stufe wird
eine Urne mit der Miinze ausgewdrfelt:

P(U,) = P(Uy) = %
und dann wird aus dieser Urne mit Zuriicklegen 10 mal ge-
zogen.

Wegen der Gleichverteilung der beiden Mdglichkeiten auf
der ersten Stufe, muss man die Wahrscheinlichkeiten der
betrachteten Ereignisse fiir beide Urnen berechnen, und
dann jeweils arithmetisch mitteln.

Fur U, ist die Rechnung schon in a) erfolgt, fur U, kann die-
se analog zu a) oder schneller mit Hilfe des Tafelwerks
(p = 0,3) erfolgen:
+  P(,5 schwarze Kugeln aus U,") = 10,29%
*+ P(,héchstens 2 schwarze Kugeln aus U,")
~ 0,0282 + 0,1211+ 0,2335 ~ 38,28%
. P(,mindestens 3 schwarze Kugeln aus U,)
=1 - 38,28% = 61,72%
Es ergeben sich daraus folgende Mittelwerte:
+ P(,5 schwarze Kugeln®) = 15,18%
. P(,h6chstens 2 schwarze Kugeln®) = 19,76%
+ P(,mindestens 3 schwarze Kugeln®) = 80,24%

Dem Tafelwerk entnimmt man:

10 10

P, = E( ]~0,3k~0,71°-kz 4,73%
k=6 k
> (10

P,= E( c ]-0,6k~0,41°"‘: 36,69%
k=0

Sei X die Anzahl der stornierten Fliige (fir einen bestimmten
Flugtermin. Dann ist X nach Annahme binomialverteilt mit
n=35undp=0,2.

P(X =7) = ( 375)0,210,82% 16,6%

5
PX<5=Y ( 3:]-0,2k~0,835-k:

P(X>6)=1-P(X

k=0
0,00041 + 0,00355 + 0,01509 + 0,04148 + 0,08297 +
0,12860 = 0,27210 = 27,21%

IA

5) = 72,79%.
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Mittelwert

—_

betrachteter Bereich

a) P(50 < X < 52) =
O (1,67)- ® (1) =
0,9525 - 0,8413 =
0,1112 = 11%.

b) P(X<42)~ ® (-1,67)=1- ® (1,67) =1 - 0,9525 = 0,0475.
0,0475-10.000 = 475.
Man kann also erwarten, dass etwa 475 Bolzen einen
Durchmesser von weniger als 42 mm aufweisen.

P(X>53)=1-P(X<53)=1-®(2)=~1-0,9772 =~ 0,0228.
Aus Symmetriegriinden ist P(X < 44) = P(X > 53).
2-0,0228 = 0,0456.

Es werden also etwa 5% der Bolzen Durchmesser aufwei-
sen, die kleiner als 44 und gréRer als 53 mm sind.

Die Aufgabe ist eine eher ungewbhnliche (und schwierigere)
Abwandlung der o-Regeln:

Im Intervall [u - o; u + o] liegen etwa 68% der Werte, im Inter-
vall [u-2co;u+2a] etwa 95%. Gesucht ist ein Intervall [u-g;u+g],
in welchem etwa 80% der Jahreseinkommen liegen. Die ge-
suchte GréBBe g liegt also zwischen ¢ und 20.

Aus Symmetriegriinden betrachtet man zur Vereinfachung der
Rechnung das ,halbe“ Intervall [u;u+g], in dem dann 40% der
Haushalte liegen.

Gesucht ist also zunachst eine Zahl x fir die ® (x) - ® (0)=0,4
gilt und damit ®(x) =0,5 + 0,4 =0,9. In der Tabelle des Tafel-
werks findet man x = 1,28.
Daraus berechnet man einen Naherungswert flr die obere
Grenze des Gehalts b mit
1,28 = by =b=p+1,28-0=238.000+12.160 =50.160

(o}
Fir die untere Grenze ergibt sich 38.000 - 12.160, also 25.840.
Die Einkommensgrenzen betragen etwa 26.000 bis 51.000 €.

g liegt mit 12.160 wie erwartet zwischen o und 20, die Aufgabe
verlangt aber keine Berechnung von g, der oben gewéhlte An-
satz thematisiert die o-Regeln nicht direkt.

a) Da beim Minzwurf die Wahrscheinlichkeit fir ,Adler” und
,Zahl“ jeweils %2 betragt, ist

P(,Karl gewinnt Euro®) = %2 = P(,Karl verliert Euro®).

,Karl gewinnt Euro“ bedeutet, dass sich das Kapital um 1
Euro erhdht, Karl also einen Punkt nach rechts geht, analog
geht Karl beim Verlust eines Euro nach links.

Karl hat die gr63eren Chancen zu verlieren, da sein Spiel-
kapital geringer ist und er daher im Random Walk-Modell zu
Beginn ndher an der 0 (Ruin) startet.

_ 20 _

Man kann zeigen: P(,Karl ruiniert* 50 0,4

Abbildung einer Random Walk-Simulation auf der néchsten Seite.
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Aufgabe 16

Mit einer speziellen Drehbank produziert eine Firma
Bolzen. Die Durchmesser dieser Bolzen sind
normalverteilt mit einem Mittelwert von 47 mm und einer
Standardabweichung von 3 mm.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
ein zuféllig herausgegriffener Bolzen einen
Durchmesser zwischen 50 und 52 mm aufweist.
Eine Skizze des Bereichs der Normalverteilung
kann hilfreich sein.

b) Wie viele Bolzen einer Tagesproduktion von
10.000 Stiick werden wohl einen Durchmesser von
weniger als 42 mm aufweisen?

Und wie viel Prozent der Bolzen werden wohl
Durchmesser aufweisen, die um mehr als zwei
Standardabweichungen vom Mittelwert
abweichen?

BrobiE, SWIFT - Q math 12C, S. 451f
Moreton Bay Publishing - Melburn 1996

Quelle:

Aufgabe 17

Ein Marktforschungsunternehmen erhélt den Auftrag zu
Uberpriifen, ob sich die ErschlieBung von Baugelande
am Rande der Kreisstadt lohnen kénnte. Eine
Mitarbeiterin befragt daher jetzt Leute in der Gegend, in
wie weit Interesse an diesem mdglichen Baugelande
besteht. Sie nimmt bei ihrer Befragung an, dass die
Einkommensverhéltnisse in dieser Region annahernd
normalverteilt sind.

In der Gegend, in der die Befragung durchgefiihrt wird,
betragt das durchschnittliche Jahreseinkommen pro
Haushalt 38.000 € mit einer Standardabweichung von
9.500 €. Die Mitarbesiterin soll 80% aller Haushalte
befragen und jeweils die 10% am Ende und an der
Spitze der Einkommensskala auslassen.

Berechnen Sie die Einkommensgrenzen, innerhalb
derer die Mitarbeiterin eine Befragung durchfiihrt.

Brobig, SwiFT - Q math 12C, S. 453
Moreton Bay Publishing - Melburn 1996

Quelle:

Aufgabe 18

Karl und Ludwig spielen folgendes Spiel:

Karl bringt 20 1-Euro-Miinzen Spielkapital ein,
Ludwig 30 1-Euro-Miinzen.

Nun wird eine der Mlinzen geworfen,

zeigt sie Adler, gewinnt Karl eine Miinze von Ludwig,
zeigt sie Zahl, gewinnt Ludwig eine Miinze von Karl.
Beide spielen so lange, bis einer alle seine Miinzen
verloren hat (ruiniert ist).

a) Simulieren Sie das Spiel mit einem Random Walk.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt man zum
nachsten Punkt?

Welcher der beiden Spieler hat die groReren
Chancen zu verlieren?
Begriinden Sie Ihre Antworten.
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b) Der Random Walk ist ein stochastisches Modell, 50 EA—— —— —— Zielkapital — —— —— —
das in vielen unterschiedelichen Bereichen
eingesetzt wird.

Recherchieren Sie im Internet und wahlen Sie zwei
fir Sie interessante Beispiele aus.

Random Walk-Simualtion

Der Random Walk wird z.B. zur Simulation der Aus-
breitung von Populationen verwendet oder als Auswahl-
verfahren in der Umfrageforschung.

20 € ¢
t
60— | | Ruin von Karl f————>
5 10 15 20 25 30 35 40 45 650
3 P e
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4. Losungsvorschlage zu den Abituraufgaben

Auf den folgenden Seiten sind Lésungsvorschlage fur die Abituraufgaben abgedruckt, nicht jedoch die
Aufgaben selbst. Sie nehmen jeweils eine Seite ein und sind auch dazu gedacht, sie an Schilerinnen und
Schuler auszuteilen.

In dem zugehdrigen Lernheft sind die Losungen nicht enthalten.
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20. Aufgabe Thermoschalter

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Den Erwartungswert bestimmt man als n - p = 5.

Die Wahrscheinlichkeit fiir genau 5 fehlerhafte Schalter betragt P = ( 550)-0,55-0,949z18,49°/o.

Die Rechnung kann lber den entsprechenden Term der Binomialverteilung mit dem Taschenrechner
erfolgen.

Aus dem Tafelwerk liest man ab, dass die Wahrscheinlichkeit fir héchstens 5 fehlerhafte Schalter
ungefahr 61,61 % betragt.

Da es um eine Massenproduktion geht, kann man so rechnen, als ob es sich um ein Ziehen mit Zu-
ricklegen handeln wirde. Das Auftreten von Fehlern im Produktionsprozess wird wegen regelmafiger
W artung als zuféllig angenommen. Dadurch ist die Annahme der Unabh&ngigkeit im Produktions-
prozess gerechtfertigt.

Das Gegenereignis zu dem betrachteten Ereignis ist, dass beide Schalter versagen. Die Wahrschein-
lichkeit daftir ist 0,12 = 0,01. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Stromzufuhr unterbrochen wird,
99 %.

Die Wahrscheinlichkeit, dass es bei 100 Maschinen zu mindestens einer Uberhitzung kommt, be-
rechnet man durch 1 - 0,99'%° = 1 - 0,3660 = 63,4%.

Es muss mit p = 0,1 gerechnet werden und man liest wie in Teil b) die Wahrscheinlichkeit fiir hdch-
stens 3 fehlerhafte Schalter ab: 0,2503. Also erhalt das Team die Pramie mit einer Wahrscheinlichkeit
von ungeféahr 25% zu Unrecht.

Fur die zweite Frage muss mit p = 0,05 gerechnet werden und man liest wie in Teil b) die Wahrschein-
lichkeit fir héchstens 3 fehlerhafte Schalter ab: 0,7604. Wenn es mehr fehlerhafte Schalter gibt, so
erhéalt das Team die Pramie zu Unrecht nicht. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist also 1 - 0,7604 = 24%.

Wenn man z.B. mit 100 Maschinen wie in Teil d) rechnet, erhalt man
1-(1-0,05%)"=1-0,9975""=1-0,778 =~ 22%.

Dieser Wert ist ziemlich hoch und kann von der Firma ,Maschinenfix“ unter den genannten Bedingun-

gen nicht akzeptiert werden.

Der Schutz wird deutlich erhéht, wenn die Firma in ihre Maschinen 3 oder sogar 4 Schalter in Reihe

einbaut:

Alte Fehlerwahrscheinlichkeit 0,1: 1 - 0,17°=0,999 = 1 - 0,999'% ~ 0,095 = 9,5%
1-0,17=0,9999 = 1 - 0,9999'% =~ 0,00995 < 1%

Verbesserte Fehlerwahrsch. 0,05: 1 - 0,05°=0,999875 = 1 - 0,999875' ~ 0,0124 < 1,3%
1-(1-0,5%"°<0,0007 =0,07%

Ein Maschinenschaden wiirde dann im Mittel sehr viel seltener auftreten.
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21. Aufgabe Billigfliige

a)

b)

c)

d)

e)

Sei X die Anzahl der stornierten Flige (fir einen bestimmten Flugtermin). Dann ist X nach Annahme
binomialverteilt mitn = 35 und p = 0,2.

35 > (35
P(X=7)= ( ; )~o,27~o,328: 16,6% P(X < 5)= E( . )~0,2k’0,835‘k: 27.21%

k=0
P(X>6)=1-P(X <5)=72,79%.

Die Agentur hat von den regularen Buchern feste Einnahmen in H6he von 35 - 300 € = 10.500 €.

Die Anzahl der Stornierungen hat den Erwartungswert der entsprechenden Binomialverteilung,
also35-0,2=7.

Fur jede solche Person kann nach Voraussetzung ein Last-Minute-Angebot fir 250 € verkauft werden.
Also entstehen zusétzliche erwartete Einnahmen von 1.750 €.

(Hier kann mit der Linearitat des Erwartungswertes oder auch ,naiv“ argumentiert werden).

Insgesamt kann die Agentur also 12.250 € pro Reisetermin erwarten.

Im ersten Falle hat die Agentur 40 - 300 € = 12.000 € Einnahmen von den regularen Buchern und
5-205 € = 1.250 € von den Last-Minute-Buchern, also insgesamt 13.250 € .

Im zweiten Falle hat die Agentur 12.000 € Einnahmen von den reguldren Buchern, keine Last-Minute-
Einnahmen und zuséatzliche Kosten wegen der 5 Uberbuchungen von 5 - 400 € = 2.000 €, also eine
Bilanz von nur 10.000 €.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von (1 - 0,2)* = 0,8*° =~ 0,013% kommen alle.

Es kommt zu Uberbuchungen, wenn entweder 0 oder 1 ... oder 4 Kunden stornieren (X < 5) . Die
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten entnimmt man der gegebenen Tabelle fiir die Binomialverteilung
furn =40 . Aufsummierung ergibt: P = 0,07591 = 7,6%

Mit 7,6 %-iger Wahrscheinlichkeit kommt es zum Uberbuchungsfall.

Es sind folgende Betrage zu beriicksichtigen:

- Die festen Einnahmen von 40 Buchern zu je 300 €

- In den Fallen ohne Uberbuchung (X > 5) zusatzliche Einnahmen von X - 5 Last-Minute-Kunden
zu je 250 €.

Da diese Féalle nicht sicher, sondern mit den Wahrscheinlichkeiten der B(40;0,2; X) - Binomialver-
teilung auftreten, ist hier der entsprechende Erwartungswert auszurechnen.

- Im Uberbuchungsfall (X < 5) zusétzliche Ausgaben von 5 - X iiberzéhligen Kunden zu je 400 €.
Da auch diese Falle nicht sicher, sondern mit den Wahrscheinlichkeiten der B(40;0,2;X) - Binomi-
alverteilung auftreten, ist auch hier der entsprechende Erwartungswert auszurechnen.

Gegenliber dem Wert von b) ist der Wert 12.733 € eine Steigerung der Bilanzerwartung von knapp

500 €, die Uberbuchungsmethode lohnt sich also aus der Sicht der Agentur.

Fiir interessierte Schiilerinnen und Schiiler nachfolgend die gesamte Rechnung zur Information, die zu den erwarteten Ein-
nahmen von 12.733 € fiihrt:

Einnahmen von 40 - 300 € = 12.000 € stehen fest.

Bei X Stornierungen kénnen X — 5 Last-Minute-Fliige verkauft werden. Da X binomialverteilt ist, hitten diese Verkaufsein-
nahmen (iber alle k einen Erwartungswert von 250 - (40 - 0,2 - 5) € = 750 €, allerdings schlagen in den Uberbuchungsféllen
(X <5, also k =0, ..., 4) ja keine ,negativen Last-Minute-Einnahmen* zu Buche, diese miissen also gegengerechnet werden

4
mit 250€- Y(5-k) ( 4’3) 10,240,890 ~ 28,49€.
k=0

Andererseits entstehen bei X Stornierungen in den Uberbuchungsféllen (X < 5, also k = 0, ..., 4 ) Zusatzkosten in Héhe von
(5 - k) - 400 €. Da X binomialverteilt ist, betrdgt der Erwartungswert der Zusatzkosten:

4
E(Z) - 400€- ¥ (5-k) ( 4,(0] -0,2€-0,8%0k ~ 45,57€
k=0
4

Die letzten beiden Terme kénnen auch zusammengefasst werden zu Kosten von 150€- E (5-k) ( 4;)) -0,2%-0,8%9% ~ 17,08€
k=0

Also gilt fiir den Erwartungswert der Bilanz: E = 12.000 € + 750 € - 17,08 € = 12.732,92 €



