Anforderungen

Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) erlautern die Bedeutung des Be-
griffs ,Zufall“ in der Umgangsspra-
che und die historische Entwick-
lung des Begriffs ,Wahrscheinlich-
keit“ und der Wahrscheinlichkeits-
theorie.

—

2) berechnen z.B. bei Aktienkursen
Vorhersagen fir den Kurs in ei-
nem begrenzten Vorhersagezeit-
raum und entdecken die Abhén-
gigkeit der Vorhersagequalitat von
der Anzahl der Daten

erkennen und beschreiben bei
empirischen Phdnomenen anné-
hernd normalverteilte Daten
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berechnen bei empirischen nor-
malverteilten und bei binomial-
verteilten Daten Erwartungswert,
Varianz und Standardabweichung
und erlutern deren Bedeutung
z.B. mithilfe der o-Regeln

(5) lernen den Random Walk als Mo-
dell zur Vorhersage vom Zufall
bestimmter Phdnomene kennen

(6) lernen die Bernoulli-Kette als Mo-
dell fiir ein Zufallsexperiment ken-
nen, das aus einer Folge gleicher
Experimente mit nur zwei magli-
chen Ergebnissen zusammenge-
setzt ist, und die Binomialvertei-
lung als zugehdrige Wahrschein-
lichkeitsverteilung

(7) erkennen die Bedeutung der Un-
abhangigkeit fur die Entwicklung
stochastischer Modelle

(8) vergleichen Zufallsexperimente
mit Hilfe von ZufallsgréBen
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1. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung wird in der Regel als ein Zweig der Mathema-  Klarung des Begriffs
tik bezeichnet, der Gesetzmalfiigkeiten des Zufalls beschreibt. ZUFALL
Was verstehen Sie unter Zufall?
Welche Voraussetzungen muss ein Ereignis erfillen / welche Eigenschaften
muss es besitzen damit Sie es als zufallig bezeichnen?

2. Inden folgenden Aussprichen spielt jeweils der Begriff Zufall bzw. zuféllig eine
Rolle. In welchem Sinne wird er verwendet?
a) Zufallig traf ich meinen alten Schulfreund im Flugzeug nach Mallorca.
b) Gestern sah ich zufallig einen Regenbogen.
c) Fur unsere Umfrage haben wir von 150 Schilern 20 zufallig ausgewahlt.
d) Das ware wirklich Zufall, wenn ich mein Abi schaffen wiirde.
e) Zuféllig zog ich an der Losbude den Hauptgewinn.

f) Das ist Zufall: Gerade heute habe ich meine Hausaufgaben vergessen und
nun fallt Mathe aus.

3. Welche der folgenden Ereignisse wirden Sie als vorhersagbar bezeichnen, Welches Ereignis ist
welche als unvorhersagbar? vorhersagbar?
vorhersagbar - unvorhersagbar
a) Das Ergebnis eines Wurfelwurfes . ................... 0 a
b) Aufdem Schulhof einen Geldschein zu finden .......... a a
¢) Himmelfahrt fallt im nachsten Jahr auf einen Donnerstag .. O a
d) Morgenregnetes . .......... 0 a
e) Die SPD schafft die 5%-Hurde
bei der ndchsten Bundestagswahl . ................... a O
f)  Der Sieger der nachsten Bundestagswahl .............. 0 a

4. Welche der in 3) aufgelisteten Ereignisse wirden Sie als zuféllig bezeichnen?

5. Der Aktienkurs von Adidas lag gestern bei 140,53 € . Prognosen wagen

a) Welchen Kurs wird die Aktie morgen haben?
b) Welchen Kurs in 2 Wochen?
¢) Sind Kurspreise vorhersagbar?

6. Woirden Sie den Aktienpreis von morgen als zufallig bezeichnen?
Antwort bitte begriinden.
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WESER @ KURIER

CANAAAAAANNANN

London
Frank Hermann (Korrespondent)

Bdrsengurus haben es
bekanntlich schwer. Emp-
fehlen sie die falschen
Papiere zum Kauf, raten
sie zu frih zum Einstieg
oder zu spat, ist ihnen der
Zorn verargerter Anleger
sicher. Und nun auch
noch das: Sie sind
schlechter als kleine M&d-
chen.

Ein Experiment des Lon-
doner Psychologieprofes-
sors Richard Wiseman
hat den Beweis erbracht.
Ein Wettbewerb, angelegt
auf ein Jahr. Am Start: ein
Analyst, eine Wahrsagerin
und ein Madchen im Vor-
schulalter. Alle drei inves-
tierten im vorigen Marz
jeweils finftausend Spiel-
geld-Pfund in jeweils vier
britische Aktien, um nun
das Ergebnis zu sehen.
Es trat ein, was gewiefte
Psychologen von vorn-
herein prophezeit hatten.
Das Madchen gewann,
der Fachmann landete
weit abgeschlagen auf
dem letzten Platz.

Tia Laverne, vor einem
Jahr noch vier, griff ihr
Portfolio buchstablich aus
der Luft. Von einem Bal-
kon flatterten Papier-
schnipsel herab, jeder
einzelne versehen mit
einem Firmennamen, und
sie schnappte sich ein-
fach vier. Zuféllig fing sie
drei Banken sowie eine
Hotel-, Restaurant- und
Kneipenkette, Old Econo-
my also, die im Schnitt
besser lief als die gebeu-
telte Hochtechnologie.

Das Resultat spricht Ban-
de. Wahrend der britische
Aktienindex FTSE 100,
der ,Footsie“, von Marz
bis Marz kraftig verlor,
kam Tia auf ein Plus von
5,8 Prozent. Die Sterngu-
ckerin wiederum richtete
sich nach dem Griin-
dungsdatum der Footsie-
Firmen, schaute sich die
Konstellation der Planeten
an und wabhlte Papiere,
die sich ihrem astrologi-
schen Hohepunkt ndher-
ten. Immerhin war Christi-
ne Skinner auf diese Wei-
se besser als der Index,
mit einem Minus von nur

Klein-Tia zeigte es dem Profi

Funfjahrige bewies bei Aktienauswahl mehr Geschick als der Analyst

6,2 Prozent.

Der Investmentspezialist
schlielRlich richtete sich
nach den Regeln seiner
Zunft, analysierte stapel-
weise Papier und britete
Uber Computercharts, ehe
er eine Entscheidung traf.
Mark Goodson setzte auf
die Telekommunikations-
branche, weil die ihm vor
Jahresfrist unterbewertet
schien. Damit erlebte er
ein schlimmes Fiasko, ein
wahres Borsen-Waterloo:
minus 46,2 Prozent.

Da er den Schaden hat,
braucht Goodson fiir den
Spott nicht zu sorgen.
Dumm fir ihn, dass er die
erste Niederlage gegen
Klein-Tia vor zwolf Mona-
ten groRspurig als Ein-
tagsfliege abgetan hatte.
Seinerzeit kauften die
Vierjahrige, die Wahrsa-
gerin und der Stockbroker
schon einmal Aktien, hiel-
ten sie aber nur eine Wo-
che lang. Schon damals
lag Tia Laverne klar vorn,
und Mr. Goodson rimpfte
die Nase.

16. Marz 2002

Arbeitsblatt

2
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Am 20. Mai 2005 stand der Kurs der Aktie Adidas bei 133,83 € .
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Das Diagramm zeigt den Kursverlauf der Aktie vom
20.05.03 bis 20.05.05.

Konnen Sie ein Intervall angeben, in dem der Kurs

vermutlich am 23. Mai 2005 gelegen hat?
(20. Mai 2005 war Freitag, 23. Mai 2005 Montag)
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Random Walk

Werfen Sie mit einer Miinze und tragen Sie die Ergebnisse nach folgendem Schema im Koordinatensys-
tem, das Sie erhalten haben, ein:

* Kopf eine Einheit nach rechts, eine Einheit nach oben
bezogen auf den Ausgangspunkt
Ausgangspunkt

Ausgangspunkt

* Zahl eine Einheit nach rechts, eine Einheit nach unten
bezogen auf den Ausgangspunkt

Beispiel fur einen Zufallspfad

(1) Starten Sie mit Ihrer Zeichnung im Null-
punkt.

(2) Verbinden Sie den Ausgangspunkt und
den nach obiger Anweisung neu einge-
zeichneten Punkt mit einem Streckenzug.

(3) Verfahren Sie analog zu (2) bis zum 18.
Wurf.

5;678910
|

Kopf Zahl Zahl Kopf Kopf Kopf Kopf Zahl Kopf Zahl

AnschlieRend werden alle vorhandenen Bdgen zusammengeklebt:
Zweites und alle folgenden Blatter entlang der y-Achse knicken, dann den eigenen Nullpunkt auf den
Endpunkt des vorhergehenden Blattes kleben.

Random Walk - ZufallsgroRe / Zufallsvariable

Unter einem Random Walk (auch Zufallspfad genannt) versteht man in der Mathematik einen
schrittweise erzeugten Pfad, bei dem die Richtung und gegebenenfalls die Lange jeden Schrittes
zufallig gewahlt wird.

In obigem Beispiel wird nur die Richtung per Zufallsexperiment bestimmt, die Schrittlange ist vor-
gegeben. Fir die Richtung gibt es zwei Moglichkeiten: ,nach oben“ und ,nach unten®.

Ist S, = O die Startposition, so kann jede weitere Position nach i Schritten beschrieben werden durch

S,=S.,+Z (i=1,23,..)
mit Z; € {-1; +1} und P(Z=-1) = P(Z;=+1) = %.
Im Beispiel ist etwa Sg = S, +1 = ... = Sy +1-1-1+1+1+1 = 4-2 = 2 (y-Koordinate des Punktes).

Die Z; bezeichnet man beim Random Walk auch als Zuwéachse.

Allgemein nennt man so eine GroRe Zufallsgrof3e oder Zufallsvariable , das heif3t, Z; nimmt einen
Wert aus einer zuvor festgelegten Menge (hier {-1; +1}) zufallig im Sinne von willkurlich an (hier gesteuert
durch den Miinzwurf). Welchen Wert ein Z; annimmt, ist unabhangig von der Wahl des/der Vorganger/s
oder Nachfolger/s. AuRerdem besitzen alle Z; die gleiche Haufigkeitsverteilung.
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Arbeitsblatt 5

Wurfnummer

—>
6 17 18
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Baumdiagramm Wege | Wahrscheinlichkeit

. Durch 3 Munzwurfe gelangt man jeweils in die
p-p-p=p= Endposition. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit
KKK fur das Ergebnis ,Werfen von Kopf‘ p = 0,5
0,125 (und fur ,Werfen von Zahl* q = 0,5).
Es gibt, wie das nebenstehende Diagramm

RN 3-p?-q= zeigt, vier verschiedene Endpositionen, die
N KKZ 3.0.125 = teilweise auf verschiedenen Wegen erreich-
KZK e bar sind.

ZKK 0,375

Vervollstandigen Sie in nebenstehender Ab-
bildung die Tabelle:

¢ Geben Sie alle Wege an, auf denen Sie
zur Endposition gelangen

A

% + Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit
der Sie an dieser Endposition landen

» Stellen Sie die Wahrscheinlichkeit gra-
phisch dar.

Baumdiagramm Wege Wabhrscheinlichkeit

KKKK

Hier wird eine Miinze jetzt vier-
mal geworfen.

Fillen Sie die Tabelle analog
aus.

Versuchen Sie dabei, fur die
Anzahl der méglichen Wege zu
dem jeweiligen Endpunkt eine
geeignete Formel zu entwi-
ckeln.

S
@,5/

Ein Experiment, bei dem genau zwei verschiedene Ergebnisse mdglich sind, heif3t
Bernoulli-Experiment

Fuhrt man das Experiment mehrmals hintereinander durch, unbeeinflusst vom vorhergehenden Er-
gebnis, so spricht man von einer Bernoulli-Kette .

JAKOB BERNOULLI (1654 - 1705), Schweizer Mathematiker
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Aufgabenblatt

II. Mathematische Schatzmdglichkeiten flr den Aktienkurs von morgen

Aufgabe 1

a) Berechnen Sie aus den vorliegenden Daten (Aktienkurse
der Aktie Adidas vom 19.11.04 bis 20.05.05) die taglichen
Kursspriinge, auch 1-Tages-Differenzen genannt.

b) Bestimmen Sie daraus ein Prognoseintervall fir den Kurs
vom 23.05.05:
[Kao.05.05 + MiN (K, =K, 1); Kyg 05,05 + Max (K, -K, )],
n e {19.11.04, ..., 20.05.05}

c) Stellen Sie den Kursverlauf und die 1-Tages-Differenzen in
Diagrammen graphisch dar.

Dateien

G3-01A.xIs
G3-01A.gpw
°

Aufgabe 2

Die folgende Frage bezieht sich auf denselben Datensatz wie in
Aufgabe 1.

Wie grof3 war am Freitag, dem 20. Mai 2005, die Wahrschein-
lichkeit dafir, dass der Kurs auf Montag, den 23.Mai 2005, stei-
gen wirde?

Versuchen Sie, aus den Kursdaten der Vergangenheit einen
Wert abzuschatzen.

Dateien

G3-02A XIs
G3-02A.gpw
°

Hinweise zu Excel
(andere Programme analog)

Im Mend ,Einflgen” unter ,Funktion* (aber
auch als Symbol vor der Eingabezeile) findet
man die Funktionen MIN() und MAX(). Die
Funktionen kdnnen auch direkt Uber die Ta-
statur in eine Zelle eingetragen werden.

Mit ihnen kann man aus einer anzugebenen
Zahlenfolge den minimalen und den maxima-
len Wert berechnen lassen.

Soll z.B. der minimale Wert aus den Eintrdgen
der Zelle A5 bis A15 berechnet werden, so gibt
man in eine beliebige Zelle ein: =MIN(A5:A15)
Flr den maximalen Wert wird entsprechend
eingegeben: =MAX(A5:A15)

Hinweise zu Excel
(andere Programme analog)

Die Funktion WENN() erfordert die Eingabe
von drei Argumenten. Als erstes muss ange-
geben werden, welche Zelle auf welches Krite-
rium untersucht werden soll. Als zweites Argu-
ment wird eingeben, was in der Zelle, in der
die Funktion steht, erscheinen soll, wenn das
Kriterium zutrifft. Als drittes Argument wird
eingegeben, was in der Zelle stehen soll, wenn
das Kriterium nicht zutrifft.
Schreibt man z.B. in Zelle B4:
=WENN(A4=A3;1;0)
so erscheint nach dem Driicken der Return-
Taste in Zelle B4 eine 1, falls A4=A3 und an-
sonsten eine 0. Als zweites und drittes Argu-
ment kdnnen auch Wérter oder einzelne Buch-
staben eingegeben werden. Diese mlssen
dann in Anflhrungszeichen gesetzt werden:
=WENN(A4=A3;"ja""nein")
Verwendbar sind fiir diese Aufgabe eventuell
die Funktionen
ANZAHL(), ZAHLENWENN(), SUMME().
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Suchen Sie sich aus den moéglichen Varianten von Aufgabe 1
(und Aufgabe 2) eine der folgenden aus und bearbeiten Sie die-
se in Excel oder mit einem entsprechenden anderen Programm:

a) Kopieren Sie die Kursdaten einer anderen Aktie in das be-
reits erstellte Tabellenblatt und testen Sie so, ob das Modell
fur ein Prognoseintervall auch fur andere Aktien annehm-
bare Werte liefert.

b) Ist die verwendete Datenmenge nur sehr klein, so verringert Dateien
sich die Treffsicherheit der Prognose. Es bietet sich daher
an, mit der Datenmenge zu experimentieren und zu untersu- @ MehrDaten zur Aktie Adidas
chen, bei welchem Minimum an Daten die Prognose zuge- sind in der Datei zu Aufgabe 4:
troffen hatte.
Wie sah es an anderen Tagen aus? Bei welcher Datenmen-
ge ware dort die Prognose eingetroffen?

G3-04A.xIs bzw. G3-04.qpw

LHistorische“ Aktienkurse
erhalten Sie im Internet

c) Das Attentat vom 11. September 2001 hatte, wie sicherlich o 2B beiwww.yahoode,
bekannt, groRe Auswirkungen auf das Bérsengeschehen, siehe auch die Dateien
die Kurse fielen allgemein ,in den Keller”. Interessant ist es G3-030A xls - G3-030A.qow

sicherlich auch einmal zu testen, ob Kursspriinge direkt
nach dem 10. September so grol3 waren, dass sie aul3er-
halb des Prognoseintervalls gelegen héatten.

Auch hier kann die Datenmenge variiert werden.

d) Statt einer Prognose fiir den nachsten Tag kann natrlich
auch eine fir die nachste Woche oder z.B. den néachsten
Monat erstellt werden. Auch hier kann die Treffsicherheit
untersucht werden.

[ll. Bestimmung eines 95%-Intervalls als Schatzintervall fir den morgigen Kurs

Aufgabe 4

Steigt oder fallt der Aktienkurs im Beobachtungszeitraum einmal
sehr stark, so vergroR3ert dieser ,,Ausreiler* das min/max-Inter-
vall ebenfalls stark.

Kann man das Intervall verkleinern? Dateien
Kann man ein Intervall schatzen, in dem der Kurs von morgen
mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% liegen wird?
. . . G3-04A.xls - G3-04A.qpr
a) Berechnen Sie aus den Kursdaten der Aktie Adidas
vom 20.05.03 bis 20.05.05 ein min/max-Intervall, in dem
100% der 1-Tages-Differenzen liegen.
Geben Sie eine Vermutung ab, in welchem Intervall ®
[9,,0,] 95% der 1-Tages-Differenzen liegen.

b) Uberpriifen Sie Ihre Vermutung mit Hilfe von Excel oder
einem entsprechenden Programm.
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Aufgabe 5

Kommen groRe Kursspriinge bei einer Aktie genauso haufig vor
wie kleine?

a) Geben Sie eine Vermutung ab und Uberprifen Sie diese mit
Excel (oder einem entsprechenden anderen Programm) und
der zuvor verwendeten Datenreihe von Adidas.

b) Bestimmen Sie auch fir die Aktie Infineon ein min/max-In-
tervall und ein Intervall [g,;0,], in dem 95% der 1-Tages-Dif-
ferenzen liegen.

Vergleichen Sie die Intervallgrenzen und die Verteilungen
der relativen Haufigkeiten der beiden Aktien.

Haufigkeitsverteilung: Wie verteilen sich die 1-Tages-Differenzen im min/max- oder 95%-
Intervall?

Dazu wird dieses in kleine Teilintervalle gegliedert und abgezahlt, wie viele 1-Tages-Diffe-
renzen in jedem der Teilintervalle liegen. Diese Zahl wird jeweils durch die Gesamtzahl
aller (100% der) 1-Tages-Differenzen geteilt: relative Haufigkeiten.

Aufgabenblatt

Hinweise zu Excel (andere Programme analog)

Die 1-Tages-Differenzen als Werte in die Nachbarspalte

einfiigen und danach sortieren. 5% der Werte streichen.

Sortierte Werte auf neues Arbeitsblatt kopieren (als Spal-

te), in die Zeile Grenzen von Teilintervallen, die insgesamt

das min/max-Intervall iberdecken.

Nun wird fir jede der 1-Tages-Differenzen ermittelt, in

welchem Teilintervall sie liegt mit
=WENN(UND($A8>=C$5;$A8<D$5);1;0).

Dabei sind im Beispiel die 1-Tages-Differenzen in Spalte

A und die Intervallgrenzen in Zeile 5.

Liegt die 1-Tages-Differenz im Intervall, wird 1 eingetra-

gen, sonst 0. Die Spalten werden am Ende aufsummiert.

il

Verteilung der relativen Haufigkeiten der 1-Tages-Differenzen aus dem 95%-Intervall
(Adidas, vom 20. Mai 2003 bis 20. Mai 2005), rechts bearbeitet.

Die Gaul3-Funktion ¢ — benannt nach dem Mathematiker CARL
FRIEDRICH GAUSS (1777 - 1855) — ist definiert als

Untersuchen Sie diese Funktion mit Hilfe eines CAS oder auch
eines Tabellenkalkulations-Programms.

« Lassen Sie sich den Graphen zeichnen.
* Welche Eigenschaften zeichnen diese Funktion aus,
auch im Hinblick auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung?

Die 1-Tages-Differenzen der Aktie Adidas vom 20. Mai 2003 bis
zum 20. Mai 2005 (siehe Aufgabe 5) sind anndhernd normal-
verteilt, ebenso die 1-Tages—Differenzen der Aktie Infineon im
selben Zeitraum, was ja Ihr Diagramm aus Aufgabe 5 zeigen
sollte.

Eine Lehrerin oder ein Lehrer freuen sich, wenn die Ergebnisse
in einer Klausur annahernd normalverteilt sind — wieso eigent-
lich? Ist Intelligenz, Leistungsvermogen, ... normalverteilt?

* Finden Sie selbst ein Beispiel fur die Normalverteilung.

Dateien

Dateien fir Aufgabe 5
G3-05A.xIs - G3-05A.qpw

@ DERIVE-Datei fir Aufgabe 6

G3-06A.dfw
Hier ist nur der Funktionsterm

eingegeben.

A

0,41

02

0.1

Normalverteilung

Haufig hoért man davon, dass ein
bestimmtes Merkmal, eine GroR3e
etc. normalverteilt sei. Gemeint
ist damit in der Regel, dass eine
zugehorige Haufigkeitsverteilung
bei einer ausreichend grof3en
Zahl von Daten durch die GaulR3-
Funktion angenahert werden
kann.

3
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Aufgabe 7

a) Ermitteln Sie die Haufigkeitsverteilungen der 1-Tages-Diffe- Dateien
renzen der Aktien Adidas und Infineon. o

b) Um diese Verteilungen vergleichen zu kénnen, ermitteln Sie G5-07A.xls

jeweils die minimale und die maximale 1-Tages-Differenz , G307
sowie den Mittelwert .
Wie sich die Werte jeweils um den Mittelwert ausbreiten, gilt
als charakterisierend fir die Verteilung. Man spricht dabei
auch von Streuung.
Die Abbildungen zeigen jeweils alle 1-Tages-Differenzen als
Punkte dargestellt, der Mittelwert u ist jeweils fast 0.
10 0,80
s 0,60
0,40
R e T R
4 0,00 L
020 = R
0,40 -
-0,60
0,80
4 1.00
Aktie Adidas Aktie Infineon

Entwickeln Sie ein Maf? fir die Streuung:

e Erlautern und begrinden Sie lhre Idee.

e Berechnen Sie fir die Aktien Adidas und Infineon je-
weils die Streuung der 1-Tages-Differenzen und verglei-
chen Sie damit die Aktien.
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Die Streuung wird in der Regel gemessen mit der Standardab-
weichung o, die auf der Varianz V basiert.

a) Vergleichen Sie nebenstehende Angaben mit lhrem in Auf-
gabe 7 entwickelten Malf3 fur die Streuung und benennen
Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede.

Geben Sie an, was mit der Formel fur die Varianz eigentlich
berechnet wird.

b) Lassen Sie sich diese beiden Kenngrof3en o und V fir jede
der beiden Verteilungen aus Aufgabe 7 von lhrem Tabellen-
kalkulationsprogramm ausrechen.

Ermitteln Sie, wie viel Prozent der 1-Tages-Differenzen
e imintervall [u- o ; u+ O]

e imIntervall [u-20 ; u+20]

e im Intervall [u-30 ; u+30]

enthalten sind.

Fur eine normalverteilte Gré3e gelten die o-Regeln:
Ist die Anzahl der beobachteten Werte ausreichend groR3, so
liegen

rund 68% der Werte im Intervall [y - 0 ; y + O]

rund  95% der Werte im Intervall [u-20 ; y+20]

mehr als 99% der Werte im Intervall [u-30 ; y+30].

Die in Aufgabe 8 ermittelten Werte sollten diese Regeln anné-
hernd bestatigen.
Fur die anndhernd normalverteilten 1-Tages-Differenzen lasst
sich somit ein 95%-Intervall durch die Berechnung des Intervalls
[u-20; u+20] bestimmen (2-o0-Regel).

Aufgabenblatt

ist die Standardabweichung o
Fur sie gilt o = V,

wobei fur die Varianz V gilt

N ist dabei die Anzahl aller betrachte-
ten Werte und X,, durchlauft jeweils
alle diese Werte.

Die X, sind in dieser Aufgabe
die 1-Tages-Differenzen:
Xn = Kn - Kn 1

Hinweise zu Excel
(andere Programme analog)
Der Mittelwert p ist MITTELWERT().

Die Standardabweichung o ist STABWN() und
die Varianz V ist VARIANZEN()

Vergleichen Sie die

in den Aufgaben 4 und 5
ausgezahlten Werte

mit den zugehdrigen Intervallen
[u-20;u+20]

5
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Aufgabenblatt

IV. Entwicklung eines Modells fir die Kursbewegung einer Aktie

Die Aktie Volkswagen hatte am Freitag, dem 20. Mai 2005 ei-
nen Kurs von 35,69 € .

a)

b)

c)

Versuchen Sie ein Intervall anzugeben, in dem der Kurs
zwei Wochen spéater, am 3. Juni 2005, gelegen hat.
Begrunden Sie lhr Vorgehen.

Ist Ihr Verfahren auch anwendbar, wenn etwa der Kurs ein
Jahr spater, also am Freitag, dem 19. Mai 2006, abge-

schatzt werden soll (mit den Kursen bis zum 20. Mai 2005)?

Schétzen Sie den Kurs der Aktie Volkswagen zwei Wochen

spater (am 3. Juni 2005) ab unter Verwendung der 1-Tages-

Differenzen.

Kann man unter Verwendung eines 95%-Intervalls der 1-
Tages-Differenzen ein 95%-Intervall fur die 10-Tages-Diffe-
renzen bestimmen?

Uberpriifen Sie, ob Ihre Schatzintervalle geeignet sind.

Aufgabe 10

a)

b)

c)

Erzeugen Sie mit Excel oder einem entsprechenden ande-
ren Programm insgesamt 25 Zufallspfade der Lange 12,
wobei Sie der angegebenen Beschreibung folgen kdnnen.

Mit diesen Zufallszahlen kann ein Random Walk mit den Zuwéchsen

X; € {~1;1} erzeugt werden.

Und fir die Zuwéchse soll gelten: P(Xi =-1) = P(Xi =1) = 0,5. Die beiden

maglichen Zuwéchse sollen also mit der gleichen Wahrscheinlichkeit

ausgewahlt werden. Hat man in Spalte A Zufallszahlen erzeugt, so kann

in Spalte B die Zuordnung zu den mdglichen Zuwéchsen mit
=WENN(A4<0,5;-1;1)

erfolgen.

Mit den erzeugten Zuwdchsen kann in einer weiteren Spalte ein Zufalls-

pfad erzeugt werden, indem die Zuwéchse ausgehend von der Null ein-

fach aufaddiert werden.

Wie sieht die Verteilung der Endpositionen aus?

Die Angaben zu den Verteilungen auf den verschiedenen
Rechnern werden von einer Schiilerin oder einem Schiiler
gesammelt und damit eine Verteilung mit einer moglichst
grof3en Datenmenge erzeugt.

Berechnen Sie jeweils die relativen Haufigkeiten und erstel-
len Sie dazu ein Stabdiagramm.

Eine Kursprognose fir den folgenden Tag
ist zumeist uninteressant.
Gefragt sind langfristige Prognosen.

Erste Schritte

Hinweise zu Excel
(andere Programme analog)

Der Zufallszahlengenerator wird tber die
Funktion ZUFALLSZAHL() aufgerufen. Fugt
man die Funktion in eine Zelle ein, so er-
scheint in der Zelle eine reelle Zahl aus dem
Intervall [0;1].

Die Verwendung der Funktion ZUFALLS-
ZAHL () hat folgende Eigenart: Wird in einer
Zelle durch diese Funktion eine Zufallszahl
erzeugt, so wird diese automatisch neu be-
rechnet, sobald eine weitere Eingabe in das
Tabellenblatt erfolgt (oder F9 gedriickt wird).

Ein Experiment, bei dem (im stochastischen Modell) alle
méglichen Ergebnisse gleichwahrscheinlich sind,
nennt man Laplace-Experiment.

PIERRE SIMON LAPLACE
(1749 - 1827) franzdsischer Mathematiker
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Aufgabe 11 N

s M Al'A\wn | h
Nebenstehend sehen Sie den Kursverlauf der Aktie Infineon ‘ {'V v WW,E‘/M'\“NM

vom 20. Mai 2003 bis zum 20. Mai 2005 und einen aus diesen ' AN
echten Daten simulierten Kurs. ’
Ohne Kenntnisse Uber die echten Kurswerte ist kaum ent-

scheidbar, welcher der beiden Graphen zu den echten Kursen
gehdrt und welcher zur Simulation.

a) Wie beim Random Walk bewegen sich die Aktienkurse nur
in zwei Richtungen - sie steigen oder fallen, jedoch sind die
Betrage der Bewegungen sicherlich nicht konstant.

Es qilt folglich auch fur Aktienkurse K,; = K; + X;, also der
Kurs fur Tag i+1 basiert auf dem Vortagskurs und einer An-
derung X,.

Welche Information stehen Ihnen fir die Zufallsgréf3e X zur Dateien
Verfligung (bei Kenntnis der Aktienkurse flir einen langeren
Zeitraum)? °

fir Aufgabe 11

G3-11.xls- G3-11.qpw
Ihnen liegt ein Arbeitsblatt fir eine Tabellenkalkulation vor mit
den Kursen der Aktien Adidas und Infineon fir den genannten

Zeitraum und daraus hergeleiteten weiteren Daten. Sie konnen in die Datei auch

Mit den genannten Daten wurden die Kurse der beiden Aktien @  beliebige andere Kurse
simuliert. einfiigen, die Simulation
b) Beschreiben Sie, welche Schritte dazu durchgefiihrt wurden. passt sich dann an.

Vergleichen Sie diese mit Ihren Uberlegungen zu a).

Die Aktienkurse wurden mit dem Random Walk Modell simu- Mathematik und Realitét
liert. Das bedeutet, dass jede tagliche Kursbewegung zwar auf

der Verteilung der 1-Tages-Differenzen der jeweiligen Aktie ba-

siert, jedoch fur jeden Tag neu berechnet wird.

Sie ist also unabhé&nqig von der 1-Tages-Differenz des Vortags.

c) Uberlegen Sie, in wie weit diese Eigenschaft fir reale Ak-
tienkurse zutrifft und ob das Random Walk Modell geeignet
erscheint.

Lassen Sie die Kurse immer wieder neu berechnen, so &ndert Zusatzaufgabe
sich auch der Graph der Simulation entsprechend.

Irgendwann wird die unten abgebildete Situation auftreten: Es

gibt plétzlich negative Kurse.

d) Versuchen Sie die Ursache fir diese unerwiinschte Eigen-
schaft zu finden.
Wenn Sie Ideen haben, wie dies geandert werden kénnte,
variieren Sie die Formeln im Datenblatt geeignet.

!/‘M MA‘\J | )
AT A
nl

AN

NS

™\ iy
W W g
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V. Untersuchung des Random Walk Modells

Aufgabe 12

Mit nebenstehender Definition kann ein Random Walk auch als
Bernoulli-Kette aufgefasst werden.

Eines der beiden mdglichen Ergebnisse bezeichnet man beim
Bernoulli-Experiment normalerweis als Treffer. Bei einem Ran-
dom Walk mit einem Munzwurf (wie in Aufgabe 10) ist die Tref-
ferwahrscheinlichkeit p = 0,5.

Fuhren Sie analog zu Aufgabe 10 einen Random Walk der Lan-
ge 10 durch, entweder mit einer Minze oder mit Hilfe des Com-
puters.

a) Welche Endpositionen S,, sind dabei erreichbar?

Sind alle denkbaren Endpositionen S,, gleich wahrschein-
lich?

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir eine mogliche
Endposition S,

c) Dieser Random Walk kann als Bernoulli-Kette der Lange 10
aufgefasst werden mit einer Trefferwahrscheinlichkeit von
p=0,5.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, in diesem Versuch
genau 4 Treffer (Treffer sei der Zuwachs X; = 1) zu erzielen.
Welche Endpositionen sind mit 4 Treffern erreichbar?

d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fir alle denkbaren
Endpositionen. Was stellen Sie fest?

Vielleicht steht Ihnen ein Galton-Brett zur Verfligung. Damit
kénnen Sie einen @hnlichen Versuch nachempfinden.

Die gelben (helleren) Balken geben die Verteilung wieder, die
Sie ausgerechnet haben.

Sie gleicht vermutlich jener vom*
Galton-Brett und von Aufgabe

10 c).

Die roten (dunkleren) Balken
ergaben sich bei 25 Versuchen
wie oben beschrieben. Dafir,
dass es so wenige sind, ist die
Nahe zu den gelben Balken

recht deutlich.

e) Andern Sie lhren Versuch ab und werfen Sie jetzt mit einem
Warfel. Dabei gelte das Ergebnis ,Augenzahl 6" als Treffer,
welches dann aber wieder den Zuwachs X; = 1 bedeutet.

Fuhren Sie mit diesen Anderungen Teilaufgabe d) noch ein-
mal durch.

Alle Wahrscheinlichkeiten einer Bernoulli-Kette beschreiben
eine entsprechende Binomialverteilung . Diese ist gekenn-
zeichnet durch die Anzahl der Versuche n und die Trefferwahr-
scheinlichkeit p.

Aufgabenblatt

Ein Experiment, bei dem genau

zwei verschiedene Ergebnisse méglich sind,
heif3t Bernoulli-Experiment.

Fuhrt man das Experiment mehrmals
hintereinander durch (unbeeinflusst

durch das vorhergehende Ergebnis),

so spricht man von einer Bernoulli-Kette.

JAKOB BERNOULLI (1654 — 1705)
Schweizer Mathematiker

Kettenlange n  Trefferwahrscheinlichkeit p
Anzahl der Treffer k

A

B(10;0,5;4)
B(n; p ;K

Sir FRANCIS GALTON (1822 — 1911)

18 S8 158 275 415 437 337 265 141 53 15 8 1 0
304 5 & 7T o8 @ M0 1M 12 13 14 15 16

Galtonbrett - gibt es bei
www.schulphysik.de/statistik.html

Dateien
® fiir die
Aufgaben 12 d), e)

G3-12AXIs
o (G3-12A.qow
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Ihnen ist sicher aufgefallen, dass eine mégliche Formel B(n;p;k) zunéchst aus dem Produkt p* - g"™*
besteht (mit g = 1-p = Wahrscheinlichkeit fir eine ,Niete*).
Dieses Produkt wird noch multipliziert mit der Anzahl der Moglichkeiten, genau k , Treffer* bei n Versu-
chen zu erhalten: Der 1. Treffer kann noch auf n verschiedene Platze der Kette fallen, der 2. auf (n-1)
usw. Das sind n- (n-1) - (n-2) - ... - (h-k+1) Mdglichkeiten, wobei man aber so tut, als kénnte man die
Treffer unterscheiden.
Weil das ja nicht mdglich ist, muss das Produkt noch durch die Anzahl k! (=1 -2 - ... - k) der (theoreti-
schen) Unterscheidungsmaoglichkeiten dividiert werden:

B(n;p;k) = n-(n-1)-(n-2)-....(n-k+1)

k:-(k-1)(k-2)-.... 1

Der Bruch hat im Zahler und Nenner gleich viele Faktoren, nadmlich k.
Fur diesen Bruch verwendet man ublicherweise eine abkirzende Beschreibung, die Binomialkoeffizient
genannt wird und die man ,n tber k* ausspricht. Damit ist

p k,qn—k_

B(n;p;k) - ( :] phgn*

die Wahrscheinlichkeit, in einer Bernoulli-Kette der Lange n und mit der Trefferwahrscheinlichkeit p
genau k Treffer zu erzielen.

Hinweis: Damit die Formel fiir alle k € IN mit k < n verwendbar ist, definiert man fiir k = 0: ( n) =1.
Denn bei O Treffern hat man genau eine Mdglichkeit, diese zu ,platzieren®. 0
Eine ZufallsgréRe X heildt binomialverteilt mit den Parametern n und p, wenn fir k = 0,1,...,n gilt:
P(X = k) = B(n;p:k)

Zunéchst sollten Sie, wenn obige Formel fur Sie unbekannt war,  B(10; 0,5;8)
einige Werte fir eine Bernoulli-Kette mit dem Taschenrechner
nachrechnen. Ein Beispiel finden Sie am Rand.

B(10;0,5;4), B(10;0,5; 6), B(10; 0,5 ; 0) und (10) - 109876543 109 45 ( 10).

1. 1. 1. 8 8:7-6:54-3-2:1 2 2
B(10; —; 3), B(10; — ; 7), B(10; — ; 10) (aus 12 d) und e))
6 6 6 Alsoist B(10;0,5;8) =45 - 0,5°- 0,5° = 0,0439

Endposition 8

Aufgabe 13 Derselbe Wert ergibt sich auch fiir B(10 ; 0,5 ; 2), der

dann fiir Endposition -8 zutrifft.

Eine Binomialverteilung taucht oft bei Qualitatskontrollen auf,
wobei ja genau zwei Ergebnisse interessieren: ,fehlerhaft* und
zhicht fehlerhaft®. Und da aus der Anzahl der fehlerhaften Stu-
cke innerhalb einer enthommenen Probe auf die Qualitat der
gesamten Ware geschlossen wird, ist fehlerhaft” = ,Treffer".

Der Konzern ,Thermosicherheit* stellt Thermoschalter in Mas-
senproduktion her. Jeder Thermoschalter ist mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 10% fehlerhaft. Der Fehler besteht darin,
dass der Thermoschalter erst bei einer zu hohen Temperatur
auslost, also die Stromzufuhr zu spét unterbricht.

Es wird eine Stichprobe von 50 Schaltern aus der laufenden
Produktion enthnommen.

Dabei soll angenommen werden, dass die Anzahl der fehlerhaf-
ten Schalter in der Stichprobe binomialverteilt ist.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass von den
50 Schaltern genau 5 fehlerhaft sind.

Nennen Sie Griinde dafir, warum die Annahme der Binomi-  Ist das Modell angemessen?
alverteilung sinnvoll ist. Welche Bedingungen gelten bei Bernoulli-Ketten?

b) Wie viele fehlerhafte Schalter kann man bei den gegebenen
Daten in der Stichprobe erwarten?

Wir berechnen zuerst den Binomialkoeffizienten ( 180) :

9
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Aufgabenblatt

Zur Binomialverteilung

Die einzelnen Ergebnisse der Bernoulli-Kette
sollen unabhangig voneinander sein, die Treffer-
Wahrscheinlichkeit muss also etwa bei jeder
Ziehung eines Bauteils aus der Probe unveran-
dert bleiben. Da die gezogenen Bauteile nicht
zuriickgelegt werden, ist die Unabhé&ngigkeit hier
jedoch nicht gegeben.

Andererseits wird hier eine Stichprobe aus einer
Massenproduktion gezogen, die Stichprobe ist
gegenuber der Massenproduktion verschwin-
dend klein. In solchen Féllen ist die Bernoulli-
Kette eine geeignete Naherung fiir ein Ziehen
mit zurlicklegen.

Und wegen der regelmafRigen Wartung der Ma-
schinen bei einer solchen Produktion kann das
Auftreten von Fehlern als zuféllig angenommen
werden.

Erwartungswert - Standardabweichung

Vermutlich haben Sie in Aufgabe 13 b) berech-
net, dass man im Schnitt 5 fehlerhafte Schalter
in der Stichprobe aus 50 Stiick erwarten kann,
denn 10% der Produktion sind Ublicherweise
fehlerhaft.

Diese Zahl y = n -p heil3t Erwartungswert .

Fir eine binomialverteilte ZufallsgréRe X
schreibt man auch E(X) =g =n -p.

Dabei deutet der griechische Buchstabe y wie-
der an, dass der Erwartungswert eine Art Mittel-
wert ist, jedoch bei der Binomialverteilung nicht
das arithmetische Mittel wie bei der Normalver-
teilung.

Fur die Varianz gilt V(X) = n -p:(1-p) = n -p -q, fur
die Standardabweichung daher o = y/n-p-q.

Aufgabe 13 c

c) Bei einer Qualitatskontrolle interessiert man sich zumeist flr
eine Maximalzahl von fehlerhaften Teilen, man nimmt z.B.
eine Lieferung an, wenn nicht mehr als eine bestimmte An-

zahl von Teilen defekt ist:

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit daftir, dass von den

50 Schaltern héchstens 5 fehlerhaft sind.

Aufgabe 14

Betrachten Sie zwei Urnen.

Die Urne U, enthalt 6 schwarze und 4 wei3e Kugeln.
Die Urne U, enthalt 3 schwarze und 7 weiRe Kugeln.

In den folgenden Aufgabenteilen werden immer einzelne Ku-

geln mit Zurlicklegen gezogen.

a) Aus der Urne U, soll 10-mal mit Zurticklegen gezogen wer-

den.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

nur schwarze Kugeln gezogen werden

genau 5 schwarze Kugeln gezogen werden
hoéchstens 2 schwarze Kugeln gezogen werden
mindestens 3 schwarze Kugeln gezogen werden.

Es muss bei jeder Rechnung nicht nur das Ergebnis, son-

dern auch der Rechenweg erkennbar sein.

b) Betrachten Sie nun folgendes Stufenexperiment:

Mit Hilfe eines Munzwurfs wird eine der beiden auferlich
nicht unterscheidbaren Urnen ausgewahlt. Anschliel3end
wird 10-mal mit Zurticklegen aus dieser Urne gezogen.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit oder bestimmen Sie

mit Hilfe des Tafelwerks, dass

e genau 5 schwarze Kugeln gezogen werden
« hochstens 2 schwarze Kugeln gezogen werden

*« mindestens 3 schwarze Kugeln gezogen werden.

10
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Oft interessiert nicht ein einzelnes Ergebnis einer Bernoulli-Ket-
te sondern ein ,Bereich” von Ergebnissen (z.B. in 13c), 14b)).

Aufgabe 14 c

Jetzt wird Ihnen folgendes Spiel angeboten: Der Spielanbieter
wahlt mit Hilfe eines Miinzwurfs eine der beiden &uR3erlich nicht
unterscheidbaren Urnen aus. Sie durfen dann zu Testzwecken
10-mal mit Zurticklegen eine Kugel aus dieser Urne ziehen.
AnschlieRend miissen Sie sich entscheiden, ob Sie fiir einen
Spieleinsatz von 70 € an dem Spiel teilnehmen. WenrSie teil-
nehmen, erhalten Sie eine Auszahlung von 15 € fljede
schwarze Kugel, die sich in der ausgewahlten Urne befindet.

Natirlich lohnt sich nur die Urne U,. Wenn Sie wissten, dass
die Urne U, ausgewahlt wurde, wiirden Sie wohl nicht spielen.
Viele schwarze Kugeln beim Testen sprechen fur U,.

Ein Statistiker berat Sie: Er schlagt vor, nur dann zu spielen,
wenn mehr als 5 schwarze Kugeln gezogen werden.

¢ Nehmen Sie an, dass die Urne U, vorliegt, und bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Sie dennoch den Rat
bekommen zu spielen.

* Nehmen Sie andererseits an, dass die Urne U, vorliegt, und
bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass Sie den-
noch den Rat bekommen nicht zu spielen.

Aufgabe 15

Hamburg — New York hin und zurtick 300 €

Fur diesen Flug kann eine Agentur z.B. 35 Platze anbieten. Die-
se sind immer kurz nach dem Erscheinen im Internet ausge-
bucht und bezahlt.

Allerdings werden vor Abflug im Mittel ca. 20 % der gebuchten
Reservierungen kurzfristig abgesagt (storniert). Verwenden Sie
fur lhre Losungen den exakten Wert 20%. Da es sich um ein
Sonderangebot handelt, bekommen die Kunden bei Stornierung
kein Geld zurtick. Die Agentur aber kann all diese Platze leicht
als ,Last-Minute-Angebote” fir 250 € zum zweiten Mhverkau-
fen.

Fur die Agentur ist deshalb die Anzahl der Kunden von grofem
Interesse, die pro Flugtermin stornieren. Es soll dazu angenom-
men werden, dass pro Termin die mdgliche Anzahl von Stornie-
rungen binomialverteilt ist.

Bestimmen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit, dass fur den
nachsten Flugtermin bei dieser Agentur

genau 7 Platze (durch Rechnung), héchstens 5 Platze, minde-
stens 6 Platze storniert werden.

Auszug aus einer Tabelle fur die Binomialverteilung B(n;p;k)

n firp=0,2
0,00041
0,00355
0,01509
0,04148
0,08297
0,12860
0,16075

35

o|lols|lw]d]—lo] =

Aufgabenblatt

Hinweis:

Fur bestimmte Werte von n und p
liegen in den Formelsammlungen
Tabellen auch fiir die

summierte Binomialverteilung vor.

ZUSATZINFORMATION

Das Aufsummieren der Normalverteilung geschieht tiber
das Integrieren. (Warum?)

Die zugehdrige Funktion wird mit dem groBen griechi-
schen Buchstaben @ (phi) bezeichnet:

O(x) = f(p(t) dt.

Das kleine @ unter dem Integral steht fiir die GauB-Funkti-
on (siehe Aufgabe 6).

Die Binomialverteilung kann unter bestimmten Vorausset-
zungen durch die Normalverteilung angenéhert werden.
Der Vorteil ist, dass dazu eine Tabelle ausreicht, da diese
Anndherung mit der Standardnormalverteilung erreicht
wird:

Sei X eine binomialverteilte ZufallsgréBe mit dem Erwar-
tungswert p und der Standardabweichung o.

Dann ist
Pla<X<b) = q)( b+015’UJ 7®( a*0,5—p]

g o}

1
4p>(1-p)
Ist a® > 9, so kann in den beiden Argumenten von @ je-
weils 0,5 entfallen.

Die Formel liefert brauchbare Werte fiir n >

11
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Aul3er den 1-Tages-Differenzen bzw. -Renditen gibt es noch
viele andere Sachverhalte, die mit einer Normalverteilung mo-
delliert werden kdénnen, wie z.B. Bauteile oder Einkommensver-
haltnisse:

Mit einer speziellen Drehbank produziert eine Firma Bolzen. Sie
weil? aus langjéhriger Erfahrung, dass die Durchmesser dieser
Bolzen anndhernd normalverteilt sind mit einem Mittelwert von
47 mm und einer Standardabweichung von 3 mm.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass ein will-
kurlich herausgegriffener Bolzen einen Durchmesser zwi-
schen 50 und 52 mm aufweist.

Eine Skizze des Bereichs der Normalverteilung kann hilfreich sein.

b) Wie viele Bolzen einer Tagesproduktion von 10.000 Stlick
werden wohl einen Durchmesser von weniger als 42 mm
aufweisen?

Und wie viel Prozent der Bolzen werden wohl Durchmesser
aufweisen, die um mehr als zwei Standardabweichungen
vom Mittelwert abweichen?

Hinweis: In DERIVE gibt es die Funktion ® in der Gestalt NORMAL (b, u, 0),
die einem die Berechnung des Bruches erspart.
Es gibt aber auch NORMAL (x) = ® (x)

Aufgabe 17

Ein Marktforschungsunternehmen erhélt den Auftrag zu tGber-
prufen, ob sich die ErschlieBung von Baugeldande am Rande der
Kreisstadt lohnen kdnnte. Eine Mitarbeiterin befragt daher jetzt
Leute in der Gegend, in wie weit Interesse an diesem maoglichen
Baugelande besteht. Sie nimmt bei ihrer Befragung an, dass die
Einkommensverhaltnisse in dieser Region annahernd normal-
verteilt sind.

In der Gegend, in der die Befragung durchgefihrt wird, betragt
das durchschnittliche Jahreseinkommen pro Haushalt 38.000 €
mit einer Standardabweichung von 9.500 € . Die Mitdeiterin
soll 80% aller Haushalte befragen und jeweils die 10% am Ende
und an der Spitze der Einkommensskala auslassen.

Berechnen Sie die Einkommensgrenzen, innerhalb derer die
Mitarbeiterin eine Befragung durchfuhrt.

Aufgabenblatt

,Summierte” (kumulative) Normalverteilung
Das Aufsummieren der Normalverteilung geschieht tiber
das Integrieren. (Warum?)
Die zugehdrige Funktion wird mit dem groBen griechi-
schen Buchstaben @ (phi) bezeichnet:
X
O(x) = f o(t) dt.

Das kleine @ unter dem Integral steht fiir die GauB-Funkti-
on (siehe Aufgabe 6).
Fir eine normalverteilte ZufallsgréBe X mit dem Mittelwert
p und der Standardabweichung o gilt

Pa<X<b) - m(ﬁ] —w(ﬂ]

g g

Fir den ersten Teil nebenstehender Aufgabe sei X der

Durchmesser. Dann ist gesucht P(50<X<52). Es ist

by _ 52-47 167 und 2K _50-47 _
o 3 o 3

Die Werte von ®(1,67) und ®(1) werden in der Tafel

nachgeschlagen und anschlieBend die Differenz berech-

net.

In DERIVE: normal(52,47,3)-normal(50,47,3).

38.000

10% 10%

12



G3 - Der Zufall steht Modell

In verschiedenen Varianten und Ausschmickungen taucht in
der Stochastik das Beispiel ,Gambler's Ruin“ auf, weil es be-
stimmte Fragestellungen beleuchtet. Hier wird das Spiel mit ei-
nem Random Walk simuliert:

Karl und Ludwig spielen folgendes Spiel:

Karl bringt 20 1-Euro-Mlinzen Spielkapital ein,

Ludwig 30 1-Euro-Miinzen.

Nun wird eine der Miinzen geworfen,

zeigt sie Adler, gewinnt Karl eine Miinze von Ludwig,

zeigt sie Zahl, gewinnt Ludwig eine Miinze von Karl.

Beide spielen so lange, bis einer alle seine Miinzen verloren hat
(ruiniert ist).

a) Simulieren Sie das Spiel mit einem Random Walk.
£\ £\ V2N
ofort L E
NN A NN

Spielverlauf z.B. aus der Sicht von Karl (sein Spielkapital).
Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt man zum nachsten
Punkt in obiger Darstellung?

Welcher der beiden Spieler hat die gro3eren Chancen zu
verlieren?

Begrinden Sie Ihre Antworten.

b) Der Random Walk ist ein stochastisches Modell, das in vie-
len unterschiedlichen Bereichen eingesetzt wird.
Recherchieren Sie im Internet und wahlen Sie zwei fir Sie
interessante Beispiele aus.

Stellen Sie charakteristische Eigenschaften der drei Ihnen be-
kannten Verteilungen Gleich-, Normal- und Binomialverteilung
zusammen und geben Sie zu jeder Verteilung jeweils ein pas-
sendes Beispiel an.

Vergleichen Sie die Binomial- mit der Normalverteilung.

Aufgabenblatt

In der Datei G3-18a.xls (bzw. G3-18a.qpw)
wird dieses Spiel simuliert.
Lesen Sie bitte die Anleitung in der Datei.

Damit eine Spielrunde nicht zu lange dauert,
startet Karl mit 5 und Ludwig mit 10 .

Diese Werte kénnen aber gedndert werden,
ebenso die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
Karl einen Euro von Ludwig erhalt.

Dateien

Datei fiir Aufgabe 19 a)
G3-start.html

Diese Datei befindet sich im
PY Ordner ,Geogebra“ und ent-
halt JAVA-Applets.

Verteilungen

iy die Werteilung ein.

Marrmalverteilung

il gelegentlich auftritt?

Wergleich
Binamiak mit
Normaiverteiling

G3 - Der Zufall steht Modell

lhnen sind im Yerlauf dieses Themenbereichs verschiedene (stochastische) Probleme begegnet,
die mit der Normalverteilung, der Binomiakerteilung oder der Gleichverteilung modelliert wurden.

Auf den folgenden Seiten wird die Auswirkung des Anderns bestimmter Parameter auf die
entsprechende  Verteilung  visualisiert. Vielleicht hilft es |hnen, dardurch auch weitere
charakteristische Eigenschaften der jeweiligen Verteilung zu erinnern oder gar zu entdecken. Und
vielleicht fallt hnen durch die dynamische Abhildung auch ein geeignetes Arwendungsheispiel for

Die letzte Seite versucht zu zeigen, wann eine naherungsweise Ersetzung der Binomial- durch
die Mormalverteilung sinnvoll sein kann. Erinnern Sie sich noch, warum dieser "Wunsch"

Seite drucken
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Der Konzern ,Thermosicherheit” stellt Thermoschalter in Massenproduktion her. Jeder
Thermoschalter ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 10% fehlerhaft. Der Fehler besteht
darin, dass der Thermoschalter erst bei einer zu hohen Temperatur ausldst, also die
Stromzufuhr zu spat unterbricht.

Es wird eine Stichprobe von 50 Schaltern aus der laufenden Produktion entnommen.
Dabei soll angenommen werden, dass die Anzahl der fehlerhaften Schalter in der Stich-
probe binomialverteilt ist (n = 50, p = 0,1).

a) Bestimmen Sie den Erwartungswert der Anzahl fehlerhafter Schalter in der Stich-
probe.
Berechnen Sie (ohne Tafelwerk) die Wahrscheinlichkeit dafur, dass von den 50
Schaltern genau 5 fehlerhaft sind.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von den 50 Schaltern héchstens
5 fehlerhaft sind.

b) Nennen Sie Grinde, warum man annehmen kann, dass die Anzahl der fehlerhaften
Schalter in der Stichprobe binomialverteilt ist (n = 50, p = 0,1).

Die Firma ,Maschinenfix“ ist Kunde des Konzerns , Thermosicherheit”. Sie stellt Maschi-
nen her, die sie vor Uberhitzung schiitzen méchte. In jede dieser Maschinen baut sie 2
Thermoschalter in Reihe ein, d.h. die Stromzufuhr wird genau dann unterbrochen, wenn
einer der Schalter oder auch beide zugleich auslésen.

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass bei einer neu gebauten Maschi-
ne der Firma ,Maschinenfix“ im Falle einer Uberhitzung die Stromzufuhr tatsachlich
unterbrochen wird.

d) Beijeder neu gebauten Maschine ist die Thermosicherung ja mit einer Wahrschein-
lichkeit von 1% defekt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei hundert neu
gebauten Maschinen in mindestens einer Maschine die Thermosicherung defekt ist.

e) Der Konzern ,Thermosicherheit* mochte die Qualitat der Schalterproduktion erh6-
hen. Dazu wird ein Team beauftragt, entsprechende MalRnahmen zu ergreifen. Falls
der Anteil der fehlerhaften Schalter deutlich gesenkt werden kann, soll das Team
eine groRziigige Pramie erhalten. Zur Uberpriifung der Qualitatsverbesserung wird
eine Stichprobe vom Umfang 50 der neuen Produktion entnommen. Wenn sich
unter diesen 50 Schaltern héchstens 3 fehlerhafte befinden, soll das Team die Pra-
mie erhalten.

« Nehmen Sie an, dass Uberhaupt keine Qualitatsverbesserung eingetreten ist
und bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Team die Pramie
erhalt.

« Nehmen Sie andererseits an, dass eine grof3e Qualitdtsverbesserung eingetre-
ten ist und der Anteil der fehlerhaften Schalter auf 5 % gesunken ist und be-
stimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafuir, dass dem Team die Pramie verwei-
gert wird.

Die Firma ,Maschinenfix“ produziert die Maschinen mit den eingebauten Thermoschal-
tern in groRer Stiickzahl. Uberhitzungen ihrer Maschinen treten leider haufiger auf. Die
Thermoschalter lassen sich auch nicht vorher testen. Uberhitzungen der Maschinen,
die nicht durch die Thermoschalter verhindert werden, filhren zu Maschinenschaden
und sind sehr teuer.

f) Begrinden Sie, dass auch eine bessere Produktionsqualitéat des Konzerns ,, Thermo-
sicherheit” mit nur 5% fehlerhaften Schaltern die Probleme der Firma ,Maschinen-
fix“ nicht I6sen kann.

Geben Sie begriindet eine bessere Mdglichkeit an, den Schutz vor einem Maschi-
nenschaden durch Uberhitzung zu erhéhen.

Aufgabenblatt
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Wovon leben Billigfluganbieter?
Hamburg — New York hin und zurtick 300 € !

Fur diesen Flug kann eine Agentur z.B. 35 Platze anbieten. Diese sind immer kurz nach
dem Erscheinen im Internet ausgebucht und bezahit.

Allerdings werden vor Abflug im Mittel ca. 20 % der gebuchten Reservierungen kurz-
fristig abgesagt (storniert). Verwenden Sie fir lhre Lésungen den exakten Wert 20%.
Da es sich um ein Sonderangebot handelt, bekommen die Kunden bei Stornierung kein
Geld zuriick. Die Agentur aber kann all diese Platze leicht als ,Last-Minute-Angebote*
fur 250 € zum zweiten Mal verkaufen!

Fur die Agentur ist deshalb die Anzahl der Kunden von grof3em Interesse, die pro Flug-
termin stornieren. Es soll dazu angenommen werden, dass pro Termin die mdgliche
Anzahl von Stornierungen binomialverteilt ist.

a) Bestimmen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit, dass fiir den nachsten Flugtermin
bei dieser Agentur
e genau 7 Platze (durch Rechnung)
* hdchstens 5 Platze (Sie kénnen die Tabelle in der Anlage verwenden)
 mindestens 6 Platze
storniert werden.

b) Begrunden Sie, dass der Erwartungswert fir die Einnahmen der Agentur wegen der
wieder verkaufbaren stornierten Platze 12.250 € angatt 10.500 € betragt.

Die Stornierungen mit Doppeleinnahmen sind fur die Agentur attraktiv, und sie lasst
deshalb 40 Buchungen zu, also 5 Buchungen mehr als Platze verfigbar sind. Diese 40
Angebote sind auch immer sofort ausgebucht und bezahlt. Wenn allerdings mehr als 35
gebuchte Kunden die Reise tatsachlich antreten wollen —im so genannten Uberbu-
chungsfall —, muss die Agentur fir die Uberzéhligen Kunden dann sehr kurzfristig teure
Ersatzplatze beschaffen. Insgesamt entstehen dem Reisebdtiro fur jeden tUberzéhligen
Kunden zuséatzliche Ausgaben von 400 € .

c) Bestimmen Sie, wie die Agentur einen Reisetermin mit 40 urspriinglich verkauften
Platzen abrechnet (Einnahmen minus zusétzliche Ausgaben),
¢ wenn nur 30 regulér gebuchte Personen zum Abreisetermin erschienen sind,
also noch 5 ,Last-Minute-Tickets" verkauft wurden
e wenn alle 40 Bucher zum Abreisetermin erschienen sind.

d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:
o alle 40 regularen Kunden erscheinen zum Abreisetermin, keiner storniert (durch
Rechnung)
+ es kommt zum Uberbuchungsfall (Sie kénnen die Tabelle in der Anlage ver-
wenden).

e) Die Agentur mochte tiberpriifen, ob sich das Geschéft mit den Uberbuchungen
eigentlich lohnt. Dazu berechnet sie den Erwartungswert der Abrechnung (Einnah-
men minus zusatzliche Ausgaben) und erhalt als Ergebnis 12.733 € .

Nennen Sie die Grof3en, die die Agentur dabei beriicksichtigt hat, und beschreiben
Sie, wie diese Berechnung prinzipiell erfolgen kann. Interpretieren Sie dann dieses
Ergebnis der Agentur.
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Anlage zur Aufgabe ,Billigfluge*:

Auszug aus einer Tabelle fur die Binomialverteilung B(n;p;k) = ( E) pe(-p)k

p 0,1 0,2 0,3 p 0,1 0,2 0,3
n k n k
35 0 0,0250 0,0004 0,0000 38 0 0,0182 0,0002 0,0000
1 0,0973 0,0035 0,0001 1 0,0770 0,0020 0,0000
2 0,1839 0,0151 0,0004 2 0,1584 0,0091 0,0002
3 0,2247 0,0415 0,0020 3 0,2112 0,0274 0,0009
4 0,1998 0,0830 0,0067 4 0,2053 0,0599 0,0032
5 0,1376 0,1286 0,0178 5 0,1551 0,1018 0,0094
6 0,0765 0,1607 0,0381 6 0,0948 0,1400 0,0222
p 0,1 0,2 0,3 p 0,1 0,2 0,3
n k n k
36 0 0,0225 0,0003 0,0000 39 0 0,0164 0,0002 0,0000
1 0,0901 0,0029 0,0000 1 0,0712 0,0016 0,0000
2 0,1752 0,0128 0,0003 2 0,1502 0,0077 0,0001
3 0,2206 0,0362 0,0015 3 0,2059 0,0237 0,0007
4 0,2023 0,0747 0,0053 4 0,2059 0,0534 0,0025
5 0,1438 0,1195 0,0145 5 0,1601 0,0934 0,0076
6 0,0826 0,1543 0,0320 6 0,1008 0,1323 0,0184
p 0,1 0,2 0,3 p 0,1 0,2 0,3
n k n k
37 0 0,0203 0,0003 0,0000 40 0 0,0148 0,0001 0,0000
1 0,0834 0,0024 0,0000 1 0,0657 0,0013 0,0000
2 0,1667 0,0108 0,0002 2 0,1423 0,0065 0,0001
3 0,2161 0,0315 0,0011 3 0,2003 0,0205 0,0005
4 0,2041 0,0670 0,0041 4 0,2059 0,0475 0,0020
5 0,1497 0,1105 0,0117 5 0,1647 0,0854 0,0061
6 0,0887 0,1474 0,0267 6 0,1068 0,1246 0,0151




