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Matrizen und Vektoren als Datenspeicher

Arbeitsblatt

Sammeln Sie Beispiele, bei denen Matrizen oder Vektoren
verwendet werden oder werden konnten. Dabei kann es sich
um irgendwelche Daten handeln, die als Zahlen, Zeichen, Zei-
chenketten, usw. auftreten.

Schauen Sie Ihr Mathematik-Heft zum letz-
ten Halbjahr an, vielleicht haben Sie ja
auch noch altere Mathematik-Hefte.

Diese Art der Datenspeicherung taucht
auch sehr oft auBerhalb ,
der Mathematik auf.
Sehen Sie also in ande-
ren Schulunterlagen, Zeitungen, Zeitschriften
und Bichern nach Beispielen, oder auch i
Internet.

Sicher schlummern auch mehrere Beispiele
auf lhrem Computer, von denen Sie vielleicht
gar nichts wissen...

Neben dem Sammeln geht es jedoch darum, Strukturen bei
diesen ,Gebilden” zu entdecken:

Wann und wie kdbnnen Vektoren untereinander,
Matrizen untereinander, Vektoren mit Matrizen
» verglichen werden,
» verknipft werden?

W as fur Verknipfungen sind das und wie rechnet man konkret?

Gibt es auch Verknipfungen von Matrizen und Vektoren mit
anderen Sorten von Elementen (auRer Matrizen und Vektoren)?

Diese Suche kann man auf mindestens zwei Arten anstellen:

@® Man sucht nach Vergleichen oder Verknipfungen, die fur
das betrachtete Beispiel und vielleicht fur viele ahnliche Bei-
spiele einen Sinn ergeben.

@ Man sucht aus reiner Freude am Finden von Vergleichs-
bzw. Verknipfungsmaglichkeiten.

Es geht um eine sehr haufig vorkom-
mende Anwendung der Mathematik, die
Ihnen garantiert schon oft begegnet ist.
Und dabei sollen uns die innermathe-
matischen Hintergriinde (und Maoglich-
keiten) etwas genauer interessieren.

In Gruppenarbeit werden Sie versu-
chen, einige dieser Hintergrinde zu
entdecken, vielleicht finden Sie auch
eine bisher ungeahnte Mdglichkeit!

Ein rechteckiges Schema mit m Zeilen
und n Spalten (m und n sind natirliche Zahlen)
heiRt m x n - Matrix (sprich: m kreuz n
Matrix)

Eine Matrix, die nur aus einer Zeile
oder einer Spalte besteht, heillt auch
Zeilen- oder Spalten-Vektor.

Sie kennen vielleicht den Ausdruck
n-Tupel fur einen Zeilenvektor.
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leiche und Verkniipfungen

1.1 Vergleiche

Zwei Vektoren kann man vergleichen, wenn sie je-
weils gleich viele Komponenten enthalten. Der Ver-
gleich geschieht komponentenweise. Eine Anord-
nung ist dabei aber im Allgemeinen nicht méglich.

Beispiele (Vektoren):

3
-4,5
12,3

3 3 2,1
=|-45|,|-45| #|-23
12,3) (12,3 15

aber (1|2]3) ist nicht vergleichbar mit (1|2).

1.2 Verkniipfungen

Zwei Matrizen sind nur vergleichbar, wenn sie in
ihrer Zeilen- und Spaltenzahl Uibereinstimmen. Der
Vergleich geschieht ebenfalls komponentenweise,
eine Anordnung ist im Allgemeinen nicht méglich.

Beispiele (Matrizen):

123 023
# ’
456 456

12 012
aber ist nicht vergleichbar mit .
4 5 347

—>|Vektor Matrix
Zahl |Addition nicht definiert Addition nicht definiert
(Skalan [ Multiplikation Multiplikation

Jede Komponente des Vektors wird mit der
Zahl multipliziert (Vervielfachung eines Vektors)

Beispiel 4 - (1]-2,3) = (4]-9,2)

Jede Komponente der Matrix wird mit der Zahl
multipliziert.

oo 5 1 2 5 10
eispie . =
-34) (-15 20

Vektor

Addition

Vektoren mit gleich vielen Komponenten wer-
den addiert, indem man die jeweiligen Kompo-
nenten addiert.

Beispiel (1|5]3) + (-1]2|0) = (0]7]3)
Multiplikation

Ergebnis Skalar (Skalarprodukt):

Zwei Vektoren mit gleich vielen Komponenten
werden multipliziert, indem man die jeweiligen
Komponenten multipliziert und diese Produkte
aufaddiert.

Beispiel

(1/5]3) - (-1]2]0) = -1+10+0 =9

Ergebnis Vektor wird hier nicht besprochen

Addition nicht definiert

Multiplikation

Analog dem Skalarprodukt. Bedingung ist, dass
die Matrix so viele Zeilen hat wie der (Zeilen-)
Vektor Komponenten.

Das Ergebnis ist ein Zeilenvektor, der so viele
Komponenten hat wie die Matrix Spalten:

1 1
Beispiel (1|2]-1)[3 -2|= (7|-7)
0 4

Matrix

Addition nicht definiert

Multiplikation

Analog dem Skalarprodukt. Bedingung ist, dass
die Matrix so viele Spalten hat wie der (Spal-
ten-) Vektor Komponenten.

Das Ergebnis ist ein Spaltenvektor, der so viele
Komponenten hat wie die Matrix Zeilen:

1 1
2
Beispiel [ 3 -2 [ 1]= 8
0 4 -4

Addition

Stimmen zwei Matrizen in der Zeilen- und Spal-
tenzahl jeweils lberein, kdnnen Sie komponen-
tenweise addiert werden.

o .|[1 23) [1 21] [244)

+ =
== 456 210 (666
Multiplikation
Analog dem Skalarprodukt. Bedingung:
Spaltenanzahl der 1. Matrix = Zeilen 2. Matrix:
axb-Matrix - bxc-Matrix = axc-Matrix:

e | 121 T O (7 38
eispie * =
-10) (3 -24 |-1-10




G2 - Vergleiche und Verknlipfungen

Méglicherweise haben Sie sich Vergleiche oder Verkniipfungen (iberlegt, die oben nicht aufgefiihrt sind. Die
heute (blicherweise verwendeten Verknlipfungen haben ihre Grundlage im historischen Entstehungsprozess
innerhalb der Geometrie und Physik, verbunden mit innermathematischen Uberlegungen. Vielleicht finden
Sie Griinde, die aus der Sicht der Mathematik oder Physik gegen eine Ihrer Uberlegungen sprechen.

1.3 Beispiele

Eine Schulkantine benétigt fiir das neu eingefiihrte Angebot von Cro-
ques Bestellungen, damit die vorgehaltenen Croques den Winschen
der Kunden entspricht.

Im Oberstufenraum und in den Klassen liegen Listen, in die man ein-
tragen muss, welche Filllung man mdéchte: Salat, Schinken, Schinken
mit Salat, Schinken mit Kdse, Kase. Klassensprecher und Oberstufen-
sprecher addieren die Bestellungen fir ihre Klasse bzw. die Oberstufe
und tragen die Ergebnisse in ein Formular ein:

Salat Schinken Schinken Schinken
mit Salat mit Kése

Kase

Am ersten Tag des Angebots haben nur wenige Schilerinnen und
Schiler mitbekommen, dass Bestellungen notwendig sind. Aber immer-
hin gehen folgende finf Bestellungen in der Kantine ein:

(4[310]5[2), (0[1]4]0[1), (2]3[1]2]2), (1]1]2]2]0), (3|0]4[4|2).

a) Wie viel wurde von jeder Sorte bestellt?
b) Wie viele Croques wurden insgesamt bestellt?

c) Welche Einnahmen kann die Kantine erwarten, wenn sie neben-
stehende Preise nimmt?

d) Wie groR ist die Bestellung der mittleren Gruppe am zweiten Tag im
Einzelnen, wenn jeweils genau doppelt so viele Croques bestellt
werden?

a) Wir addieren die Vektoren, indem wir die Komponenten addieren:
(413]0]5]2) + (0[1]4]0[1) + (2|3[1]2]2) + (1]1]2]2]0) + (3|0[4]4]2)
= (4+0+2+1+43|3+1+3+1+0|0+4+1+2+4|5+0+2+2+4|2+1+2+0+2)
=(10/8[11]|13]7)

Es wurden also folgende Croques bestellt:

Salat Schinken Schinken Schinken Kase
mit Salat mit Kase
10 8 11 13 7

b) Es missen lediglich alle Komponenten des Ergebnis-Vektors addiert
werden: 10+ 8 + 11 + 13 + 7 = 49.
Es wurden also insgesamt 49 Croques bestellt

c) Die dritte Frage wird beantwortet, wenn jede Komponente des
Ergebnis-Vektors mit dem zugehérigen Preis multipliziert wird und
die Produkte dann aufsummiert werden. Wir berechnen also das
Skalarprodukt:

- ) )
ogque O

ala 0]0

= 0

ase 0]0

4S€e 0
Vektoraddition

Addition

Skalarprodukt



Multiplikation mit Skalar

Darstellung im
Koordinatensystem

Wiederholung

G2 - Vergleiche und Verknupfungen

2,00

2,50
(10|8|11]13|7)-| 2,75

3,00

2,50
=10-2,00+8-250+11-2,75+13-3,00+7-2,50=126,75
Die Kantine erwartet also Einnahmen in Hoéhe von 126,75 €.

d) Diese Frage lasst sich schlicht mit Skalar-Multiplikation beantworten:
2-(2|3]1]2|2) = (4]6]|2]4]|4).
Die mittlere Gruppe hat daher folgen Croques bestellt:
4 mit Salat, 6 mit Schinken, 2 mit Schinken und Salat,
4 mit Schinken und Kase und 4 mit Kase.

Bei lhrem Arbeitsauftrag zu Beginn dieser Einheit haben einige von
lhnen auch an die graphische Darstellungsmdglichkeit von Vektoren
gedacht, jedenfalls wenn ein Vektor 2 oder 3 Komponenten aufweist.
Sie alle kennen Darstellungen im Koordinatensystem. Ein Punkt in
diesem System wird normalerweise mit 2 (oder 3) Koordinatenangaben
4 eindeutig gekennzeich-
net:

2.3 Die Eingabe der Matrix

-1 1

2 3 | ergibtin Deri-

4 -2
ve die nebenstehende
Grafik, wobei Derive so
x eingestellt ist, dass die
drei Punkte (-1,1), (2,3)
und (4,-2) verbunden
werden.
Jede Zeile der Matrix
wird also als Vektor in-
terpretiert, der einen
Punkt im Koordinaten-
-3 system darstellt.

¥

42

W are in der Skizze etwa eine Flugroute dargestellt, so kénnte z.B. die
Entfernung von (-1,1) zu (2,3) interessieren. Wie man die berechnen
kann? Richtig! Mit dem Satz des Pythagoras:y/32+22 = /9+4 = 36.
In x-Richtung bewegen wir uns nédmlich um 3 Einheiten, in y-Richtung
um 2.

Analo ist es mit der Entfernung von (2,3) zu (4,-2):
V22+52 = 29 =~ 54

Und wie erhalt man nun die Entfernung vom ersten Punkt (-1,1) zu
letzten (4.-2 also die ,Luftlinie® zwischen diesen Punkten?

Genau:y52+32 = /34 ~ 58.

Betrachtet man die Verbindungslinien zwischen den Punkten als Vek-
torpfeile, ergeben sich weitere Uberlegungen...
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2. Anwendung Populationsmodell

Populationsmodell

In dieser Aufgabe geht es um eine Population einer speziellen Possum-
Artin einem National-Park in Australien. Nach einer Beobachtung dieser
Population kam man zu folgenden Daten:

Alter (Jahre) 0-1 1-2 2-3 3-4 4-5
Population (Anzahl) 403 157 102 52 11
davon Anzahl weiblich 194 82 55 22 6

Keines der Tiere wurde alter als 5 Jahre.

Bei der Erforschung der Gruppe interessierte auch die Geburtenrate der
verschiedenen Altersgruppen (es gebaren natirlich nur Weibchen).
Dazu wurde die Anzahl der geborenen weiblichen Tiere in einem Jahr
dividiert durch die Anzahl der weiblichen Tiere der entsprechenden
Altersgruppe zu Beginn eines Jahres. Es ergaben sich diese Werte:

Alter (Jahre) 0-1 1-2 2-3 3-4 4-5

Geburtenrate 0 1,3 1,8 0,9 0,2

Auch die Uberlebensrate wurde beobachtet. Damit ist derjenige Prozent-
satz von Tieren einer Altersgruppe gemeint, der mindestens bis ins
nachste Jahr Gberlebt. Fir die weiblichen Tiere wurden dieselben Werte
ermittelt wie fir die gesamte Population:

Alter (Jahre) 0-1 1-2 2-3 3-4 4-5

Uberlebensrate 0,6 0,8 0,8

Losungsvorschlidge

Zur Datenermittlung wurde die Population in 5 Alters-Gruppen unterteilt,
von denen jeweils die Uberlebensrate 4, und die Geburtenrate g; ermittelt
wurde. Der folgende Graph visualisiert diesen Sachverhalt:

)
[(o]

30
[(e]

N
s

\/\/\/\/

© ) © © )
Q. Q. Q. Q. Q.
Q. Q. Q. Q. Q.
= 2 = = 2
] (O] ] ] U]
a) Der Sachverhalt | 0 1,3 1,8 0,9 0,2| | 194 226,6
kann rechnerisch als
Matrix dargestellt 06 0 0 0 0 82 116,4
werden, die mit der | 0 0,8 0 0 O 55| =| 656
Populatlgn der we!bl!- 0 0 08 0 0 22 44
chen Tiere multipli-
ziert wird. 0 0 0 04 O 6 8,8

a)

b)

Berechnen Sie aus den vor-
liegenden Daten die Anzahl
der weiblichen Tiere inner-
halb jeder Altersgruppe im
Jahr, welches auf die Unter-
suchung folgt.

Berechnen Sie aus den ge-
gebenen Daten die Anzahl
der gesamten Possum-Po-
pulation nach 2, 3, 4 und 5
Jahren.

Beschreiben Sie, wie Sie bei
der Berechnung vorgehen.
Wie lieRe sich die Berech-
nung der Population etwa
nach 5 Jahren durchfiihren,
ohne dabei die Werte fir die
Jahre 2, 3 und 4 zu verwen-
den?

Leslie-Modell
© Population in Altergruppen unterteilt

Ubergénge zwischen den Gruppen

o Uberlebensrate
© Geburtenrate

© Berechnung in Zeittakten

mit der

o Leslie-Matrix



nach 2 Jahren
Population weiblich

nach 3 Jahren
Population weiblich

nach 4 Jahren
Population weiblich

G2 - Populationsmodell

Formal: L - X, = X,, wobei L die Leslie-Matrix ist und X; der Popula-
tionsvektor zur Zeit i.

Nach dem Modell ist in einem Jahr dieser Bestand an weiblichen
Tieren zu erwarten ist:

Alter (Jahre) 0-1 1-2 2-3 3-4 4-5

Population weiblich 227 116 66 44 9

Die exakten oder gerundeten Ergebnisse des Vorjahres werden
wieder mit obiger ,Leslie-Matrix“ multipliziert: X, = L - X,.

Einfacher ist es jedoch, jeweils die entsprechende Potenz der Matrix
mit der Ausgangspopulation zu multiplizieren, denn X, = L - X, =
L-(L-Xy) =(L L) X,=L?-X,. Dabeientstehen dieselben Ergeb-
nisse, wie wenn mit den ,exakten” (nicht ganzzahligen) Vorjahres-
ergebnissen gerechnet wirde. DERIVE liefert folgende Ergebnisse:

2

0 1318 09 0,2 194 310,76
06 0 0 0 O 82 135,96

0O 08 0 0O O] 55 |=| 9312
0O 0 08 0 O 22 52,48
0O 0 0 04 O 6 17,60

Gerundet ist daher nach dem vorliegenden Modell in zwei Jahren
etwa dieser Bestand an weiblichen Tieren zu erwarten:

Alter (Jahre) 0-1 1-2 2-3 3-4 4-5

Population weiblich 311 136 93 52 18

Es sind es 610 weibliche Tiere, was etwa die Halfte des Gesamt-
bestandes ausmacht. Also sind etwa 1220 Possums nach zwei
Jahren zu erwarten.

0 13 18 09 02 194 395,116
06 0 0 0 O 82 186,456
0O 08 0 O O] - 55(=]|108,768
0O 0 08 0 O 22 74,496
0O 0 O 04 O 6 20,992

Analog sind etwa 395+186+109+74+21 = 786 weibliche Tiere nach
dreiJahren vorhanden, also umfasst die gesamte Possum-Populati-
on etwa 1572 Tiere.

0 1318 09 0,2 194 509,42
06 0 0 0 O 82 237,07
0O 08 0 O O 55 |=|149,16
0O 0 08 0 O 22 87,01
0O 0 0 04 O 6 29,80

Ebenso sind damit etwa 509+237+149+87+30 = 1012 weibliche
Tiere nach vier Jahren vorhanden, also umfasst die gesamte
Possum-Population etwa 2024 Tiere.
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0 13 18 09 0,2 104 660,96 nachSQahrenl .
Population weiblich

06 0 0 0 O 82 305,65

0O 08 0 0O O] ‘| 55(|=|189,66

0O 0 08 0 O 22 119,33

0 0 0 04 O 6 34,81

Nach fiinf Jahren schlieRBlich sind etwa 661+306+190+119+35 =
1311 weibliche Tiere vorhanden, also umfasst die gesamte Possum-
Population etwa 2622 Tiere.

Die Berechnung der Gesamtpopulation nach n Jahren lieBe sich  Gesamtpopulation
insgesamt so durchfuhren: direkt

0 1,3 1,8 09 02|" (403
06 0 0 0 O 157
(1]111]1]1):|| 0 08 0 0 0] -|102
0O 0 08 0 O 52
0 0 0 04 0 11

Die Geburtenrate kann auf die Gesamtpopulation bezogen werden,
denn etwa die Halfte der Tiere ist weiblich, also auch etwa die Halfte
der geborenen Tiere. Die Geburtenrate war ja das Verhaltnis der
weiblichen geborenen Tiere zu den weiblichen Tieren, dieser Bruch
wird folglich mit 2 erweitert.

Der Einheitsvektor ergibtim Skalarprodukt die Summe der einzelnen
Komponenten; so wird die Zahl aller Tiere in den einzelnen Alters-
gruppen aufsummiert.

Mit dieser Rechnung ergibt die Gesamtzahl der Tiere nach 2 Jahren
1.207, nach 3 Jahren 1.561, nach 4 Jahren 2.004, nach 5 Jahren
2.596. Unterschiede zu obigen Rechnungen treten auf, da die An-
zahl der weiblichen Tiere nicht exakt die Halfte der Gesamtpopulati-
on ist.
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3. Anwendung Lineare Gleichungssysteme

3.1 Losungsverfahren an Beispielen

Wiederholung
aber in Matrix-Schreibweise

Eliminationsverfahren

3 Gleichungen mit
3 Variablen
(vielleicht schon bekannt)

aus 3 Gleichungen mit 3 Variablen
werden 2 Gleichungen mit 2 Variablen

Vermutlich erinnern Sie sich ¥
noch daran, dass Sie in die Mit- Jrrby =8
telstufe den Schnittpunkt zweier

Geraden berechnet haben. Zu

solchen Aufgaben gehoérte es

auch zu Uberlegen, ob es denn ot
tatsachlich einen Schnittpunkt
gibt.

So eine Aufgabe ist etwa, den
Schnittpunkt der zwei Geraden
-2x+3y=0und 3x +4y =8 zu
berechnen. Dazu kann man
erst einmal eine Skizze anferti- _3
gen. Zwar schneiden sich die
Geraden tatsachlich (wieso hat- -4

ten Sie das schon an den bei-

den Gleichungen sehen kénnen?), doch die Koordinaten des Schnitt-
punktes sind leider nicht ganzzahlig. Also muss man rechnen, ,zwei
Gleichungen mit zwei Variablen®:

-2 x +3y =20 -2 3||x| (O
g was wir jetzt auch = 8 schreiben

a3y =10

3 x+ 4y = 3 4)\y

kdédnnen oder, da die Namen der Variablen ja unwichtig sind, besonders
-2 3|0

kurz .
3 4|8

Sie haben mehrere Verfahren kennen gelernt, ich mochte nur eins
aufgreifen, das sich gut zur geplanten Verallgemeinerung eignet: Man
multipliziert beide Gleichungen jeweils so mit einer Zahl, dass bei der
Addition der beiden (multiplizierten) Gleichungen eine Variable wegfallt.
Das Verfahren heift daher auch Eliminationsverfahren.

-2 3|0) '8 (-6 9]0 -6 9|0
—_— —_
3 48 1o \ 6 8|168) 1 \ 0 17|16

Die Gleichung Il lautet jetzt 17 y = 16, also isty = % = 0,9.

Dieses Ergebnis setzen wir in Gleichung | ein und erhalten
—6x+9ﬁ=0,oder6x=9E:x= 316 _ Ez14
17 17 2-17 17
Die Koordinaten des Schnittpunktes lauten daher
E E = (1,4]10,9), was ja der Zeichnung entspricht.
17 | 17
Das Verfahren wird zunachst auf drei Gleichungen mit drei Variablen
erweitert. Sie werden sehen, dass es theoretisch auf eine beliebige Zahl
von Gleichungen angewendet werden kann.

1 2 3|11
Wir betrachten jetzt das nebenstehende Gleichungs-|2 -3 1(-4
system aus drei Gleichungen mit drei Variablen
3 -1 -12
Zunachst wird die erste Variable aus Gleichung Il und Ill eliminiert:
1 2 3|11 -2-1 1 2 3|1
2 -3 1|-4) —— |0 -7 -5|-26
3 -1 -12) =310 -7 —10]-31



G2 - Lineare Gleichungssysteme

Die letzten beiden Gleichungen haben nun nur noch zwei Variable. Sie
kénnen daher jetzt wie im ersten Beispiel weiterrechnen:

12 3[11) o, (1 2 3|11 1 2 3|1
2 -3 1|-4| —> |0 27 =5|-28| ——>|0 -7 -5-26
3 -1 -12) M-3o -7 —10-31) " "lo 0 -5-5

Die Losungsmenge kann jetzt allein mit dem letzten System berechnet
werden: Die letzte Zeile (Gleichung lll) liefert -5z = -5, also z = 1 (wobei
wir der letzten Spalte die Variable z zugewiesen haben).

Setzt man das Ergebnis in Gleichung Il ein, erhalt man -7y - 5 = - 26
oder 7y = 21 und damity = 3.

Alles eingesetzt in Gleichung | ergibt x + 6 + 3 = 11, woraus x = 2 folgt.
Die Lésungsmenge ist daher {(2|3|1)}.

Ziel bei der Eliminierung ist also, eine ,Dreiecksform*” bei der Matrix
herzustellen, Sie kdnnen dann von unten nach oben gehend die Lésun-
gen durch Einsetzen erhalten.

Allerdings darf man das jedenfalls beim Ausrechnen mit der Hand nicht
ganz wortlich nehmen, da man bei der Elimination auch auf glinstige
Rechnungen achten sollte. In obigem System hatte man mit der Elimina-
tion auch jeder der beiden anderen Variablen beginnen kénnen, ohne
die Berechnung zu verkomplizieren.

3.2 GauBsches Eliminationsverfahren

Das Gaufische Eliminationsverfahren basiert auf folgenden Umformun-
gen einzelner Gleichungen:

a) Multiplizieren einer Gleichung mit einer Zahl (# 0)
b) Addition zweier Gleichungen.

Durch diese Umformungen éndert sich die Lé6sungsmenge des Glei-
chungssystems nicht, sie heiBen daher auch Aquivalenzumformungen.

Das Verfahren besteht aus folgenden Schritten:

1. Gleichungssystem gegebenenfalls neu ordnen
(Gleichungen vertauschen, um Berechnungen zu erleichtern).

2. Mit Hilfe von Gleichung | die erste Variable der zweiten und jeder
weiteren Gleichung eliminieren (es kann sich beim Rechnen mit der
Hand auch um die zweite, dritte, ... Variable handeln). Damit erreicht
man, dass aus n Gleichungen mit n Variablen n-1 Gleichungen mit
n-1 Variablen werden.

3. Gleichung | wird nicht mehr angetastet.
Mit Hilfe der aktuellen Gleichung Il wird analog die zweite (oder eine
andere noch vorhandene) Variable in allen folgenden Gleichung
eliminiert.

Die Anzahl der Gleichungen und Variablen wird um (mindestens) 1
vermindert.

4. Das Verfahren fortfiihren analog Schritt 3 mit der jeweils folgenden
Gleichung, bis das Verfahren nicht mehr fortgesetzt werden kann,

5. Im Falle der eindeutigen Lésbarkeit des Gleichungssystems bleibt
als letzte Gleichung eine Gleichung mit einer Unbekannten. Die
Losung fir diese Variable ergibt eingesetzt in die Dreiecksmatrix
sukzessive die Gesamtldsung.

aus 2 Gleichungen mit 2 Variablen
wird 1 Gleichung mit einer Variablen

Ziel des Verfahrens

Werkzeuge

Das Verfahren wurde
in voller Allgemeinheit
erstmals wohl 1810 von
CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777 — 1855)
veroffentlicht.
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3.3 Beispiel

Manchmal gibt es keine
eindeutige Lésung

Man kann auch gleich
die Matrix-Schreibweise
wahlen

Durch eine Vorgabe
kann jetzt eine Lésung
berechnet werden

Uberlegungen,
ob Annahmen in diesem Fall
beliebig getroffen werden kénnen

G2 - Lineare Gleichungssysteme

Ein Unternehmen verkaufte im letzten Vierteljahr von 2004 von den drei
Produkten P,, P, und P, Stlickzahlen, die in folgender Tabelle aufgelistet

sind.

a)

b)

P, P, P, Umsatz

Versuchen Sie,
aus diesen An-
gaben die Preise
fir die Produkte
zu rekonstruie-
ren.

Oktober 15.000 30.000 15.000 € 1.575.000

November 20.000 20.000 30.000 € 1.750.000

Dezember 10.000 30.000 5.000 € 1.225.000

Geben Sie eine Mdglichkeit fir die Wahl der Preise an, und zeigen
Sie Grenzen fir die Preiswahl auf.

Will man aus den Angaben die Verkaufspreise ermitteln, muss man
folgendes Gleichungssystem l6sen, wobei der Verkaufspreis fur das
Produkt P, x; sein soll (i =1, 2, 3):

I 15.000x, + 30.000x, + 15.000x, = 1.575.000
I 20.000x, + 20.000x, + 30.000x, = 1.750.000
Il 10.000x, + 30.000x, + 5.000x; = 1.225.000

Teilt man alle Zahlen aus der Tabelle durch 1.000, um die Rechnung
zu erleichtern, ergibt sich in Matrix-Schreibweise:

15 30 15| 1.575) 5, ,. (15 30 151575
20 20 30| 1.750 >(30 0 602100 >
10 30 5|1225) "M |5 o 10| 350 ""&M
15 30 15 1.575) 5 (12 1105
30 0 60 |2.100 >|10 2] 70
oo o] o) ™0 {g500] o0

Das System ist nicht eindeutig I6sbar, da die letzte Zeile verschwin-
det, also zwei Gleichungen mit drei Variablen Ubrig bleiben. Das
bedeutet ,Spielraum*® fir die moéglichen Werte der Variablen.

Gleichung Il bedeutet: x, + 2x; = 70. Es besteht also ein fester Zu-
sammenhang zwischen x; und X;.

Setzt man z.B. fest x, = 20, so folgt daraus 2x; = 50 = x; = 25.
Eingesetzt in | folgt 20 + 2x, + 25 = 105 = 2x, = 60 = x, = 30.

Wir haben somit Preise fir die Produkte P,, P, und P, erhalten,
welche die Umsatzzahlen in der Tabelle ergeben.

Kénnen denn nun irgendwelche Zahlen fiir x, eingesetzt werden?
Wir wissen nichts Uber die Art der Produkte, konnen also daraus
keine Rickschlisse Uber die Héhe der Preise schlielen. Aber klar
ist, dass Preise nicht negativ sein kdnnen, ja normalerweise echt
positiv sind. Eine Wahl von x, > 70 oder x; > 35 scheidet daher
ebenfalls aus. Es ist also bisher 0 < x; <70 und 0 < x; < 35.

Beide Einschréankungen fihren dazu, dass x, nach Gleichung | auf
jeden Fall positiv sein wird.
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. Anwendung Mehrstufige Prozesse/Verflechtungen

Zweistufige Produktionsprozesse

Ein Betrieb fertigt z.B. aus den Rohstoffen R, und R, die beiden Zwi-
schenprodukte Z, und Z, und aus R4, R,, Z, und Z, die drei Endprodukte
E,, E, und E,.

Den genauen Zusammenhang
erlautert der Graph, die Zahlen
an den Pfeilen geben die Men-
5 geneinheiten (ME) des bendtig-

z, Z, ten Produkts an: Zur Herstellung
einer ME des Endprodukts E,
werden 5 ME des Rohstoffs R,
und 1 ME vom Zwischenprodukt
Z, bendtigt usw.

R R,

Y
E, E, E,

In diesem Beispiel gibt es 3 direkte Verbindungen im Produktionspro-
zess: @ Rohstoffe mit Zwischenprodukten,

@ Zwischen- mit Endprodukten und

® Rohstoffe mit Endprodukten,
die jeweils mit einer Matrix in die Sprache der Mathematik tbertragen
werden kdnnen. Als Zwischenschritt ist auch die Darstellung in Tabellen
denkbar:

R>Z z z, [z E E, E |R>E E E, E,
R, 3 0 z 1 2 2 R, 5 0 0
R, 2 6 zZ, 0 0 1 R, 0 4 0

30 122 500
RZ - ZE - und Ry E = .
2 6 00 1 040

Zur Herstellung der Endprodukte werden nicht nur die direkt verarbeite-
ten Rohstoffe verwendet, sondern auch die Rohstoffe in den Zwischen-
produkten. Wie erhalt man nun den vollstdndigen Bedarf an ME je
Rohstoff fur die Produktion je einer ME des Endproduktes?

30](122 500 8 6 6
RE = RZ - ZE + Ry E = : + = .
26)\001 040 2 8 10

D.h. zur Produktion von je einer ME des Endprodukts bendtigt man
folgende ME an Rohstoffen:
fur E, (8 R4| 2 Ry), fur E, (6 R4| 8 R,) und fir E; (6 R,| 10 R,).

Nun kénnen sich Fragen ergeben wie:

Am Lager sind 328 ME von R, und 300 ME von R,. Die Zwischenpro-
dukte kénnen nicht gelagert werden, sie werden nach Bedarf produziert.
Dringend angefordert sind 10 ME von Endprodukt E,. Wie viele ME der
Endprodukte E; und E; kann man dann ebenfalls produzieren, wenn die
Rohstoffe vollstdndig aufgebraucht werden sollen?

86 6 328]_>[8 6 6 328]

2 8 10|300) 4ll-110 26 34872

Sei x, die ME von E,, x; die ME von E;. Dann folgt aus der letzten Zeile
26 -10 + 34 x5, =872, also 34 x; =612 = x; = 18. Eingesetzt in die erste
Zeile erhalt man 8 x, + 60 + 108 = 328 = 8 x, = 160 = x, = 20.

Mégliche Lésung: [

Unter den genannten Bedingungen kénnen 20 ME des Endprodukts E,
und 18 ME des Endprodukts E; produziert werden.

orum geht’s eigentlich?

Es geht um mehrstufige Prozes-
se (im Beispiel um einen zwei-
stufigen  Produktionsprozess),
die mit Graphen visualisiert und
mit Matrizen mathematisiert wer-
den kénnen.

Zur Modellierung weiterer Be-
triebsablaufe konnen auch das

Aufstellen und Losen linearer
Gleichungssysteme notwendig
sein.

,Entflechten”

Graph in Tabellen umformen

Darstellung in Matrizen
& Graph gibt Ubersicht

©  mit Matrizen rechnet
es sich aber leichter

Zusatzinformationen
durch Verknlpfungen

Fragestellung fiihrt zu
linearem Gleichungssystem

Antwort
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5

. Aufgaben

Vergleiche und Verkniipfungen

1.

Gegeben sei eine Datei mit Namen und Adres-

sen, jeden Datensatz kann man als Vektor auf-

fassen, etwa (Name| Strale | PLZ | Ort). Aus

verschiedenen Griinden muss eine solche Datei

sortiert werden.

Uberlegen und beschreiben Sie, wie man die

Datenséatze anordnen kdnnte.
[ J

Ein Wrfel wird gezinkt, damit e

die Augenzahl 6 ofter fallt. Tat-

sachlich ergibt ein ausflhrli-

cher Test, dass die 6 durch-

schnittlich bei jedem 3. Wurf erscheint, die 1

jedoch nur zweimal bei 21 Wrfen, alle Gbrigen

Zahlen fallen bei jedem 7. Wurf.

Schreiben Sie die Haufigkeit, mit der jede Ziffer

erscheint, in einen Vektor, geordnet in der Rei-

henfolge von 1 - 6 und berechnen Sie damit, wie

oft jede Ziffer bei 100 W iirfen erscheint.

Ein Restaurant bietet Montags bis Donnerstags
von 12.00 Uhr bis 14.00 Uhr ,Essen satt. Jeder
Kunde kann dann vom Buffet nehmen, was er
mochte.

Fur Kinder bis 14 Jahre kostet dieses Angebot
9,50 €, fur Rentner 11,00 € und sonst 15,60 €
pro Person.

a) Eine Gruppe aus zwei Kindern, zwei Er-
wachsenen und einem Rentner wahlt dieses
Angebot.

Erstellen Sie die Rechnung fiir diese Grup-
pe mit Hilfe von Vektoren.

b) Fertigen Sie ein passendes Computer-Pro-
gramm (z.B. mit einer Tabellenkalkulation),
das bei Eingabe der jeweiligen Personen-
zahl die Rechnung ausgibt.

Finf Freundinnen treffen sich regelmaRig zum
,Dame“-Spiel. Sie haben ihre Gewinne in einer
Tabelle notiert, in der jede Reihe angibt, wie oft
die zugehorige Person gegen die anderen je-
weils gewonnen hat:

gegen_ | Anna Gio Jai Li Petra
Anna 3 5 2 4
Gio 2 4 3 5
Jai 5 3 4 2
Li 3 4 5 3
Petra 2 3 4 2

G2

a) Erstellen Sie eine 5x5-,Dominanz“-Matrix D,
in welche Sie 1 fiur mehr Gewinne, 0 flr
mehr Niederlagen und % fiir genau so viele
Siege wie Niederlagen eintragen. Die 0 wird
auch eingetragen, wenn mit einer Person
gar nicht gespielt wurde, also hier jede der
Freundinnen mit sich selbst: In der Haupt-
diagonale der Dominanz-Matrix stehen lau-
ter Nullen.

b) Der Spaltenvektor X bestehe aus lauter Ein-
sen, also X = (1| 1] ...)". Das hochgestelite
T bedeutet, dass Zeilen und Spalten ver-
tauscht werden, in diesem Fall also, dass es
sich um einen Spaltenvektor handelt. Sprich
transponiert.
Berechnen Sie damit die Vektoren Y,und Z,
mitYo=D-Xund Z,=D"" X.
Welche Bedeutung haben die Vektoren Y,
und Z, im Sachkontext?

Populationsmodelle

5.

Das Anwachsen der Possum-Population (aus
der Aufgabe S. 5) beobachten die Férster in die-
sem Nationalpark mit Sorge, weil dadurch ande-
re Arten bedroht werden. Daher Gberlegen sie,
welche Auswirkungen eine gezielte Jagd auf die
Possums haben kdnnte.

Modifizieren Sie das Modell aus der Aufgabe
geeignet und begriinden Sie lhren Vorschlag
(oder Ihre Vorschlage).

In dieser Aufgabe geht es um ein Populations-
modell der Hawaiischen Green Sea Schildkréte.
Die Aufteilung der Population erfolgt in 5 Alters-
gruppen, namlich kleiner 1 (Eier, Geschliipfte),
1-16 (Jungtiere), 17-24 (fast ausgewachsene
Tiere), 25 (Erstbriiter) und 26-50 (Briiter).

Die Anfangspopulation ist gegeben durch
(346.000/240.000|110.000/2.000|3.500).

In dem Modell ist die Leslie-Matrix modifiziert:
Der Ubergang von einer Altersgruppe zur nachs-
ten setzt sich aus zwei Aspekten zusammen, die
auch in der Matrix auftauchen: Der Anteil derje-
nigen Tiere, die Uberlebt haben und in die
nachste Altersgruppe uUberwechseln, und der
Anteil derjenigen Tiere, die in der Altersgruppe
verbleiben.
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Die Geburtenrate ist hier die Anzahl der Eier, die
durchschnittlich pro Jahr von einer Schildkréte in
dieser Gruppe gelegt wird.

Die Leslie-Matrix ergibt sich so zu

1l a a 280 70
023 0BYY O a a
L=| 0 000 o711 0 a
1l o 003 0 a
1] a a 089 0907

a) Wie unterscheidet sich diese Matrix L von
der bisher verwendeten Leslie-Matrix?
Deuten Sie die Zahlen entsprechend dem
vorstehenden Text zum Modell.

b) Berechnen Sie mit dem Modell die Anzahl
der Tiere nach einem, zwei und zehn Jah-
ren.

Entwickeln Sie mit dem Modell von Leslie eine
Prognose fir die Bevdlkerungsentwicklung in
Deutschland.

Besorgen Sie sich dazu die nétigen Daten und
geben Sie die Quelle der Daten an.

Beschreiben Sie Ihr Modell (auch mit einem Gra-
phen).

Berechnen Sie eine Prognose fir die Jahre 2025
und 2050.

Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse.

Vergleichen Sie lhre Ergebnisse mit professio-
nellen Prognosen.

In dieser Aufgabe soll es um einige eher theore-

tische Aspekte des Leslie-Modells gehen.

Das Verfahren berechnet die Fortentwicklung

einer Population in einem festen Zeittakt und

nicht kontinuierlich. Es ist daher diskret.

Die Berechnung geschieht innerhalb eines Mo-

dells immer in gleicher Weise: Sei L die Leslie-

Matrix und X, die Population zur Zeit t. Dann ist
X1 =L X,

Ein solches Verfahren heilt iterativ.

Da z.B. X5 aus dem Wert von X, berechnet wird,

X, aus X;, X5 aus X,, X, aus X, und X, aus X,

ist das Verfahren rekursiv definiert. Durch die

Potenzierung der Leslie-Matrix kann aber ohne

Rekursion gerechnet werden.

a) Sie haben sicher schon ein oder mehrere
Verfahren kennen gelernt, die mindestens
einen der oben angegebenen drei Aspekte
aufweisen.

Geben Sie Verfahren und Aspekt(e) an so-
wie den Zusammenhang, in dem lhnen das
Verfahren begegnet ist.

b) Manchmal interessiert das Langzeitverhal-
ten bei Populationsprognosen. Wie haben
Sie Prognosen flr die weite Zukunft in der
vorangehenden Aufgabe berechnet?
Stellen Sie Ihre Berechnung iterativ dar und
unter Verwendung von Potenzen. Verglei-
chen Sie die beiden Rechenwege.

c) Es gibt Funktionen mit Elementen in der De-
finitionsmenge, die abgebildet sich selbst
ergeben, also f(x) = x. Uber diesen Ansatz
lassen sich manchmal auch solche Punkte
finden (oder zeigen, dass es keine gibt).
Beschreiben Sie, wie ein entsprechender
Ansatz im Leslie-Modell aussdhe und wie
die entsprechende Berechnung.

9. Loésen Sie mitdem GauRschen Eliminationsver-
fahren nachfolgende Gleichungssysteme:

2 -3 5|32
a) |8 2 =d|-5],
7 -1 335
‘21 -3
by [3 5 41
4 -3 22

Lineare Gleichungssysteme tauchen z.B. auf, wenn Funktionen
gesucht werden, die gegebene Daten méglichst gut wiederge-
ben sollen.

Dazu werden oft Polynome verwendet:

10. Je groRer Atomkerne sind, desto mehr Neutro-
nen brauchen sie als ,Kitt“, um
die sich abstoRenden Proto-
nen zusammenzuhalten. Der
Zusammenhang zwischen
Kernladungszahl  (Protonen-
zahl) Z und Neutronenzahl N
lasst sich ndherungsweise durch ein

Polynom 3. Grades beschreiben:

N (Z)=a,Z+a,Z*+a,Z°

N wird beschrieben als Funktion von Z, die Va-
riable heil3t hier statt x also Z.

13
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a) Berechnen Sie ay, a,, a; so, dass der Graph
von N die Punkte Ne(10]10), Zr(40|50) und
Fm(100|157) enthalt.

b) Prifen Sie die Qualitdt des oben beschrie-
benen Modells fir den Zusammenhang zwi-
schen N und Z.

G2 - Aufgaben

richtigen Bauteile verpackt. Die drei beschriebe-
nen Arbeitsgdnge werden nun kurz Schneiden,
Schrauben und Verpacken genannt.

Die folgende Tabelle zeigt die Zeiten fir jeden
Arbeitsvorgang an, bezogen auf Bettgestell, Klei-
derschrank und Frisierkommode:

Zeitaufwand in Minuten

11. In einem Chemieunternehmen wird die Leitung Artikel Schneiden | Schrauben | Veroacken
einer Abteilung von einem neuen Mitarbeiter h
tbernommen. Die Abteilung produziert flissige Bettgestell 20 10 o
Waschmittel, die Produktion liegt derzeit bei tdg- Kleiderschrank 50 5 15
lich 10 Tonnen und sollte nach Ansicht des neu- TN S 40 15 10

en Abteilungsleiters erhéht werden. Die Firmen-
leitung wiinscht von ihm eine Auskunft Gber die
zu erwartenden Produktionskosten und Gewin-
ne.

Der Abteilungsleiter wirft einen Blick in die Pro-
duktionsunterlagen und findet folgende Daten.

produzierte Menge verursachte Kosten

a) Kurzfristig kommt der Auftrag eines Kunden,
20 Bettgestelle, 15 Schranke und 8 Kommo-
den zu liefern.

W ie viel Arbeitszeit muss die Firmenleitung
einplanen?

b) Wegen einer Grippe-Epidemie sind einige

(ioNienoey) JEIS(ECLECNSI) Mitarbeitrinnen und Mitarbeiter erkrankt.

2 600 Daher stehen nur 60 Stunden fiir Schnei-

10 1272 den, 18 fir Schrauben und 16 fir Verpac-
kung pro Arbeitstag bereit.

18 1944 Wie viele Artikel kann der Betrieb unter den

a) Der neue Abteilungsleiter sieht hier einen
linearen Zusammenhang. Bestatigen Sie
diesen Zusammenhang.

b) Bei einem genaueren Blick in die Unterla-
gen findet der Abteilungsleiter zusatzliche
Daten:

produzierte Menge verursachte Kosten

13.

genannten Umstdnden maximal pro Tag
herstellen?

Fur die Herstellung der Ostereier L, XL und XXL
sind die Materialien Schokolade, Marzipan und
Triiffel erforderlich. Der Materialverbrauch pro
Mengeneinheit Eier ist in der folgenden Tabelle
aufgeflhrt (jeweils in ME):

(in Tonnen) in GE (Geldeinheiten)
Schokolade | Marzipan Triffel

5 1047
L 1 3 2

20 2472
XL 2 1 5

Man sieht mit bloRem Auge, dass der line-

XXL 3 4 2

are Ansatz aus Aufgabenteil a) offenbar
doch nicht zutrifft.

Skizzieren Sie einen maoglichen und sinn-
vollen Graphen durch diese 5 Punkte.
Berechnen Sie den zugehorigen Funktions-
term der Kostenfunktion K.

Der Betrieb verfugt Uber 25 ME Schokolade, 25
ME Marzipan und 50 ME Trffel.

Wie viele Mengeneinheiten der drei Ostereier-
Sorten kann die Herstellerfirma produzieren?

Lineare Gleichungssysteme tauchen z.B. auf, wenn Ressourcen

verteilt werden sollen: 14. In den Aufgaben 12) und 13) hatten die Glei-

chungssysteme mit dem Ansatz des ,restlosen

12. Eine Mébelfabrik stellt Schlafzimmer-Mébel zum Aufbrauchens® jeweils eine ganzzahlige Losung.

Selbstaufbau her, die aus beschichteten Span-
platten bestehen. Jedes Bauteil
wird zunachst von einer Computer
gesteuerten Maschine zuge-
schnitten, die zugleich eventu-
‘ ell noétige Bohrungen vor-
nimmt, dann werden Teile aus
Kunststoff oder Metall beigefugt,
die zur Verbindung nétig sind, und
zum Schluss werden die (hoffentlich)

In der Realitat ist es aber zumeist nicht so, dass
etwa gelagerte Rohstoffe vollig aufgebraucht
werden missen — im Gegensatz zu vorhandene
Arbeitsstunden, die verbraucht werden sollten,
so weit es eben maéglich ist.

Andern Sie Aufgabe 12) oder 13) leicht ab, so-
dass sich z.B. eine nicht ganzzahlige Lésung
ergibt oder eine mit negativen Komponenten und
deuten Sie die Lésung konkret im Aufgabenkon-
text. Oder erfinden Sie eine eigene Aufgabe mit
einer entsprechend geanderten Problemstellung.



G2 - Aufgaben

Mehrstufige Prozesse / Verflechtungen

15. Ein Betrieb stellt in einer ersten Produktionsstufe

16.

aus drei Bauteilen T, T,, und T4 vier Zwischen-
produkte Z,, Z,, Z; und Z, her. In der zweiten
Produktionsstufe werden aus den Zwischenpro-
dukten dann drei Endprodukte E;, E, und E,
montiert.

Der Materialverbrauch in Mengeneinheiten (ME)
ist dem folgenden Graphen zu entnehmen:

Zur Abwicklung eines Kundenauftrages wurden
7000 ME von T,, 5100 ME von T, und 5800 ME
von T, verarbeitet.

Ermitteln Sie, wie viele ME von den einzelnen
Endprodukten E,, E, und E; von dem Kunden
bestellt worden sind.

Ein Betrieb der Getrankeindustrie produziert in
zwei Werken an verschiedenen Standorten
Fruchtsafte.

Im Werk A werden aus vier Rohstoffen R;, Ry,
R; und R, drei Zwischenprodukte Z;, Z, und Z;
hergestelit.

Im Werk B werden aus den Zwischenprodukten
dann die drei Endprodukte E;, E, und E; gefer-
tigt.

Der Materialfluss in Mengeneinheiten (ME) ist
durch die beiden folgenden Tabellen gegeben:

Werk A: Rohstoffeinsatz
R~>2Z Z, z, Zg
R, 1 3 0
R, 0 6 2
R, 2 0 2
R, 1 3 1

Werk B: Zwischenprodukteinsatz

Z-E E, E, E,
z, 2 1 4
z, 8 10 1
z, 6 2 2

b)

c)

Stellen Sie die durch die beiden Tabellen
gegebenen Verflechtungen mit einem Gra-
phen dar.

Ermitteln Sie, wie grol3 der Vorrat an den
einzelnen Rohstoffen sein muss, damit von
den Endprodukten die folgenden ME her-
gestellt werden kénnen:

150 ME von E,, 200 ME von E, und 250 ME
von Ej.

Durch technische
Stérungen im Pro-
duktionsablauf in
Werk A kann zur
Zeit nur Zwischen-
produkt Z, herge-
stellt werden. Er-
schwerend kommt
hinzu, dass sich
wegen Renovierungs-
arbeiten in den Lagerrau-

men des Werkes B nur geringe Bestdnde
an Zwischenprodukten befinden, namlich
die Zwischenprodukte Z, mit 75 ME und Z;
mit 100 ME.

Ein Kunde bestellt kurzfristig 12 ME von
Endprodukt Ej.

Dem Kundenwunsch entsprechend werden
nun genau die 12 ME von E; produziert, wo-
bei aber produktionsbedingt auch die beiden
anderen Endprodukte E; und E, (nach obi-
ger Tabelle) hergestellt werden.

Zeigen Sie, dass sich die oben genannten
Zwischenproduktbestédnde vollstdndig durch
diese Produktion verarbeiten lassen, und
bestimmen Sie, wie viele ME der Endpro-
dukte E, und E, dabei hergestellt werden
kénnen und wie viele ME des Zwischenpro-
dukts Z, das Werk A dann liefern muss.

15
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G2 - Abituraufgaben

17. Die Abbildung zeigt den durch Umzug bedingten
Bevodlkerungsaustausch zwischen drei Regionen
A, B und C in Anteilen bzw. Wahrscheinlichkei- 04| A 0,2 B lo2
ten jeweils innerhalb eines Jahres. Eingetragen :
sind dazu die Einwohnerzahlen der Region in 100 0,4 50
Tausend zu Beginn der Modellierung.

0,4 0,4
a) Begriinden Sie, warum die Summe der von

einer Region ausgehenden Anteile stets 1

ergeben muss.

b) Berechnen Sie, wie viele Menschen nach
einem Jahr in den Regionen gemafR dem
Modell jeweils leben, und begriinden Sie Ihr C
Vorgehen. 0,1 03
Ermitteln Sie einen Rechenweg fir eine 50
Prognose nach 2, 3, 10 bzw. n Jahren. 0,6

c) Falls Sie in b) mit einem Computerpro-
gramm gerechnet haben, variieren Sie die
Anteile und interpretieren Sie die Auswirkun-
gen.

18. Spatestens die vorhergehende Aufgabe macht Sie haben ja schon einige Wachstumsmodelle
deutlich, dass auch Wachstumsmodelle (hier kennen gelernt.
Bevolkerungswanderung) als mehrstufige Pro- Erldutern Sie Unterschiede und Gemeinsam-
zesse bzw. lineare Verflechtungen angesehen keiten im Vergleich zu dem hier entwickelten
werden kénnen. Die Modellierung mit Matrizen in Modell.
der hier besprochenen Weise ist offenbar recht Ist eines der Wachstumsmodelle, die Sie friiher
vielfaltig einsetzbar. kennen gelernt haben, auch unter anderen Kon-

texten einsetzbar?

6. Abituraufgaben

Die folgenden Beispiele enthalten neben Aufgabenteilen aus diesem Themenbereich auch Verbindungen mit
anderen Themenbereichen, zumeist mit Ideen oder Methoden der Analysis.

. \ereinfachen - -
{ Realitat Ty, Realmodell ;

~ / .

Auch wenn jeweils wesentliche Teile
der Modellierung vorgegeben sind,
missen Sie dennoch einzelne Teile
des Modellierungskreislaufs durchlau-
fen, wie z.B. die Interpretation der ma-
thematischen Ergebnisse im Modell-
Kontext oder eine Beurteilung des v

Modells. _ mathematische  mathematisches

( R — 1
- Lésung l6sen - Modell o

mathematisch

bewerten Modellierungskreislauf darstellen



G2 - Abituraufgaben

In der Ubergangszone zwischen W iistenklima und gemé&Rigtem Klima an der W estkiiste
Nordamerikas trifft man auf einer Flache von ca. 2000 km? eine Vegetation immergriiner
Straucher an. Man bezeichnet das als ,Chaparral®.

Die Brennbarkeit dieser Pflanzen hangt sehr von ihrem Alter ab. Besonders leicht brennen
die alteren Pflanzen wegen der groflen Mengen verdorrten Materials. Abgesehen von
ihrer Gefahr fir Mensch und Tier haben Bréande auch eine sehr nitzliche Funktion:
anstelle der verbrannten Straucher wachsen ziemlich schnell junge, kraftige Pflanzen aus
dem Boden. Spontane Brande werden daher nicht immer geléscht. Die Verjiingung sorgt
immer wieder daflir, dass die Gebiete mit diirrem Material nicht zu grof3 werden.

Die geschilderte Situation lasst sich z.B. in folgendem Modell darstellen:

+ Die Vegetation wird entsprechend ihrem Alter in vier Klassen eingeteilt:
Klasse 1: 0-10 Jahre Klasse 2: 10 - 20 Jahre
Klasse 3: 20 - 30 Jahre Klasse 4: 30 Jahre und alter

+ Entsprechend betragt auch die ,Taktrate® 10 Jahre, d.h. ein Berechnungsvorgang
ergibt aus vorliegenden Daten eine Prognose fir 10 Jahre spater.

+ Als MaR fur den Umfang einer Klasse nimmt man nicht die Anzahl der Pflanzen,
sondern die Flache des durch diese Klasse bedeckten Gebietes.

+ Beijeder Klasse bleibt der prozentuale Anteil, der in 10 Jahren verbrennt, konstant.

+ Die Gesamtflache des Gebietes betragt stets 2000 km?2.

Die Entwicklung der Vegetation in diesem Modell beschreibt der folgende Graph:

Vyq
Bezeichnungen:
v; = Anteil von Klasse i,
der verbrennt (v;< 1)
v1 ‘ n, n;= Anteil von Klasse i,

— o~ ™ < der nicht verbrennt (n; < 1)
0] o} o) o)
(2] [} (2] (2]
(2] (2] (2] (2]
8 8 8 8
X X X X

a) Geben Sie unter Verwendung der Zahlenwerte in der Tabelle und gemaR dem Gra-
phen bzw. dem oben stehenden Modell eine Populationsmatrix (Leslie-Matrix) L an
und begriinden Sie Ihr Vorgehen.

Verbrennende Anteile v, =0,01 v, = 0,02 v;=0,50 v, =0,20

Nicht verbrennende Anteile n,=0,99 n,= 0,98 n; = 0,50 n,= 0,80

b) Erlautern Sie, warum fir alle 4 Klassen n; + v; = 1 gelten muss.
c) Zu Beginn der Modellierung nehmen die Klassen die folgenden Flachen ein (km?):
Klasse 1: 302 Klasse 2: 284 Klasse 3: 314 Klasse 4: 1100

Berechnen Sie daraus mit Hilfe der Leslie-Matrix L eine Prognose fiir die Flachenma-
Re der einzelnen Klassen nach zehn Jahren (1 Zeittakt).

17



18

d)

e)

f)

G2 - Abituraufgaben

Berechnet man von der Matrix L aus Aufgabenteil a) die Potenzen L2, L®, L%, ..,
stellt man fest, dass sich die Matrizen L" fir groRere Werte von n kaum noch von-
einander unterscheiden. So stimmen die gerundeten Matrizen L" fir n > 30 mit der
folgenden Matrix Uberein:

0,185 0,185 0,185 0,185

Bles s Gy Ehiss Was kann man daraus fiir die Chaparral-Vegetation
0,18 0,18 0,18 0,18 | folgern?

045 045 045 0,45

Die Berechnung in Aufgabenteil c) (und auch in d)) kann als Funktion aufgefasst
werden.

Beschreiben Sie diese Funktion (Zuordnungsvorschrift, Definitions- und Zielmenge),
und geben Sie als Beispiel mit lhrer Funktion die Rechenvorschrift fir Prognose in 50
Jahren an.

In der Praxis fuhren die Verwalter des Chaparral auch noch ein kontrolliertes, gewoll-
tes Abbrennen von Teilen der Vegetation, die alter als 10 Jahre ist, durch.

Dabei soll im Modell das Abbrennen immer unmittelbar nach Ablauf von 10 Jahren
(also am Ende eines Zeittaktes) auf einmal stattfinden, wobei jeweils 2% von Klasse
2, 2% von Klasse 3 und 7% von Klasse 4 abbrennen.

Bestimmen Sie als Modell zur Berechnung der Folgen fir die Vegetation eine ent-
sprechende Matrix M auf.

Beschreiben Sie den gesamten zehnjahrigen Vorgang des spontanen und gewollten
Abbrennens mit Hilfe der Matrizen M und L und begriinden Sie lhre Vorgehen.

a) und b) wie oben.

c)

d)

e)

f)

Zu Beginn der Modellierung nehmen die Klassen die folgenden Flachen ein (km?):
Klasse 1: 302 Klasse 2: 284 Klasse 3: 314 Klasse 4: 1100

Berechnen Sie daraus mit Hilfe der Leslie-Matrix L die Prognosen fir die Flachenma-
Re der einzelnen Klassen nach 10, 20 und 50 Jahren (d.h. 1, 2 und 5 Zeittakten).

Eine Berechnung in Aufgabenteil c) kann auch als Funktion aufgefasst werden.
Beschreiben Sie die Funktion (Zuordnungsvorschrift, Definitions- und Zielmenge), und
geben Sie als Beispiel die Prognose in 50 Jahren mit Hilfe |hrer Funktion an.

Untersuchen Sie das Langzeitverhalten der Population.
Beschreiben Sie |hr Vorgehen und begriinden Sie lhre Interpretation.

In der Praxis fuhren die Verwalter des Chaparral auch noch ein kontrolliertes, gewoll-
tes Abbrennen von den Teilen der Vegetation durch, die alter als 30 Jahre sind. Dabei
verbrennen im Durchschnitt 7% dieser Klasse.

Andern Sie Ihr Modell geeignet ab. Beschreiben und begriinden Sie Ihr Vorgehen.

Untersuchen Sie, welche Wirkung das Abbrennen langfristig auf die Flachenmafe der
einzelnen Klassen hat.
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a)

eine Auskunft Gber die zu erwartenden Produk-
tionskosten und Gewinne.

Der Abteilungsleiter wirft einen Blick in die Pro-
duktionsunterlagen und findet nebenstehende
Daten.

Der neue Abteilungsleiter sieht hier einen
diesen Zusammenhang.

Bei einem genaueren Blick in die Unterla-
gen findet der Abteilungsleiter zusatzliche
Daten:

Man sieht mitbloRem Auge, dass der line-

20. Abituraufgabe Chemieunternehmen (enthalt Aufgabe 11)

In einem Chemieunternehmen wird die Leitung einer Abteilung von einem neuen Mit-
arbeiter ibernommen. Die Abteilung produziert flissige W aschmittel, die Produktion liegt
derzeit bei taglich 10 Tonnen und sollte nach Ansicht des neuen Abteilungsleiters erh6ht
werden. Die Firmenleitung winscht von ihm

produzierte Menge verursachte Kosten
(in Tonnen) in GE (Geldeinheiten)

2 600

10 1272

18 1944

linearen Zusammenhang. Bestatigen Sie

produzierte Menge

verursachte Kosten

(in Tonnen) in GE (Geldeinheiten)
5 1047
2472

19

are Ansatz aus Aufgabenteil a) offenbar 20
doch nicht zutrifft.

Skizzieren Sie einen mdglichen und sinnvollen Graphen durch diese 5 Punkte.
Berechnen Sie den zugehérigen Funktionsterm der Kostenfunktion K.

c) Zeigen Sie, dass K keine Extremstellen besitzt und erlautern Sie, warum diese Eigen-
schaft fir eine Kostenfunktion typisch ist.
Hinweis: Verwenden Sie als Kostenfunktion K: x > x* - 30x? + 320x + 72.

d) Aus einer Marktanalyse weil die Firmenleitung, dass der erzielbare Preis pro Tonne

fur das Waschmittel in Abhangigkeit von der absetzbaren Menge x durch die folgende
Funktion p beschrieben werden kann:

p: x > -5x + 330 bzw. p:x ~> -5 (x - 66)
Der Erlos E ergibt sich aus dem Produkt ,Menge mal Preis“ (E: x > x - p(x)).
Bestimmen Sie die Gleichung der Erldésfunktion E und zeigen Sie, dass E ein Maxi-
mum annimmt, wenn die produzierte Menge 33 Tonnen betragt.
e) Der erzielte Gewinn G in Abhangigkeit von der produzierten Menge x ergibt sich als
Differenz aus dem Erlés E und den entstehenden Kosten K:
G(x) = E(x) - K(x).
Bestimmen Sie die Gleichung der Gewinnfunktion G.

Bestimmen Sie, bei welcher produzierten Menge der Gewinn G maximal wird, und
berechnen Sie den maximalen Gewinn. Beide Angaben sollen in der Antwort auf 2
Nachkommastellen gerundet werden.

f) Beurteilen Sie vor dem Hintergrund |hrer Ergebnisse aus den vorangegangenen
Aufgabenteilen das Vorhaben des Abteilungsleiters, die bisherige Produktion von
taglich 10 Tonnen deutlich zu erhéhen.
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Ein Betrieb stellt in einer ersten Pro-
duktionsstufe aus drei Bauteilen T,,
T,, und T, vier Zwischenprodukte Z,,
Z,, Zyund Z, her. In der zweiten Pro-
duktionsstufe werden aus den Zwi-
schenprodukten dann drei Endproduk-
te E4, E, und E; montiert.

Der Materialverbrauch in Mengenein-

heiten (ME) ist dem nebenstehenden
Graphen zu entnehmen.

Bei der Produktion fallen Herstellungs-
kosten in Geldeinheiten (GE) an, die
sich aus den Material- und Fertigungs-
kosten zusammensetzen.

Z, zZ, Z, | Z,
» Herstellkosten pro ME der Zwischenprodukte:
13 32,5 26 | 195
E, E, E,
» Fertigungskosten pro ME der Endprodukte:
20 10 27

a)

b)

Zur Abwicklung eines Kundenauftrages wurden 7000 ME von T,, 5100 ME von T, und
5800 ME von T, verarbeitet.

Ermitteln Sie, wie viele ME von den einzelnen Endprodukten E,, E, und E; von dem
Kunden bestellt worden sind.

Bestimmen Sie die fir den Auftrag angefallenen Gesamtherstellungskosten K und
ermitteln Sie einen Mindestverkaufspreis der Endprodukte (auf ganzzahlige GE
gerundet), wenn alle drei Endprodukte zum gleichen Preis verkauft werden sollen und
der Betrieb ohne Verlust arbeiten will.

Neueste Marktuntersuchungen haben ergeben, dass sich die Endprodukte E,, E, und
E; im Verhaltnis von 3t:t: 2t mitte IN* absetzen lassen.

Zeigen Sie, dass die Vorrate an den Bauteilen T,, T, und T5 unter Berticksichtigung
des oben angegebenen Verhaltnisses im Mengenverhéltnis von 118 t : 86 t : 94 t
benétigt werden.

Bestimmen Sie, wie viele Bauteile T,, und T; unter Beibehaltung der obigen Mengen-
verhaltnisse beschafft werden miissen, wenn vom Bauteil T, voriibergehend nur die
begrenzte Menge von 17.700 ME erhaltlich ist, und ermitteln Sie, wie viele End-
produkte von E,, E, und E; damit hergestellt werden kénnen.

Ein Verbesserungsvorschlag aus der Belegschaft regt eine Umstellung der Montage
des Endproduktes E, an, um so eine Kostenersparnis zu erzielen. Durch das neue
Montageverfahren wird pro ME von E, genau eine ME von Z, weniger bendtigt.
Allerdings verdreifachen sich dadurch die Fertigungskosten von E,.

Beurteilen Sie anhand der gegebenen Daten den Vorschlag.
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G2 - Matrizen und Vektoren als Datenspeicher

Uberblick-Grafik

Versuchen Sie, einen Uberblick
Uber die Inhalte dieses The-
menbereichs zu gewinnen.
Uberlegen Sie dabei auch, was
Ihnen dabei wichtig erschien.

Stellen Sie das nach Ihrer Mei-
nung Zentrale in nebenstehen-
dem Kasten dar und verwenden
Sie dazu graphische Elemente
(z.B. Mind Map, Concept Map,
eine Grafik, ...).

Wichtig ist, dass Sie diese
Ubersicht selbst gestalten und
nicht irgendwo kopieren.

Uberblick-Text
W

enn Sie mochten, kdnnen Sie
hier maximal drei Punkte nen-
nen, die Ihre obige Darstellung
erganzen oder erlautern.

Welche Verbindungen zu friihe-

ren Themenbereichen sehen
Sie?

Sind |hnen Inhalte und/oder
Methoden aus diesem Themen-
bereich schon auferhalb des
Mathematikunterrichts begeg-
net und wenn ja, wo?

21



22 | G2 - (Rickschau) Selbsteinschatzung

Im Riuckblick sollten Sie sich auch fragen, ob Sie die am Anfang des Heftes stehenden Kompetenzen
erworben haben. Schatzen Sie sich selbst ein und kreuzen Sie in der Tabelle jeweils die am ehesten
zutreffende Antwort an:

Kompetenzen ja ein wenig eher nicht “

Ich beherrsche den Umgang mit den Gblichen Verkniipfungen
zwischen Vektoren und Matrizen (Vektoraddition, Multiplikation
mit Skalar, Skalarprodukt, Addition und Multiplikation von Matri-
zen, Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar, Multiplikation
von Matrix und Vektor)

Ich kann einfache diskrete Wachstumsprozesse z.B. mit dem
Modell von Leslie modellieren und dessen Besonderheiten (Ein-
teilung der Population in Altersgruppen, Rekursivitat) auch im
Hinblick auf andere Wachstumsmodelle erklaren.

Ich kann eine Wachstumsprognose Uber eine und zwei Zeit-
perioden berechnen und mit Hilfe eines CAS Aussagen zum
Langzeitverhalten der Population machen.

Ich kann einfache Verflechtungen (betriebswirtschaftliche Mo-
delle) in der hier besprochenen Art darstellen.

Ich kann lineare Gleichungssysteme innerhalb verschiedener
Sachkontexte erstellen und I6sen und die Lésungen sachge-
recht deuten.

Haben Sie Kompetenzen nicht erworben oder nicht so, wie Sie es sich erhofft hatten, notieren Sie sich,
woran es gelegen haben kénnte. Uberlegen Sie zugleich, ob Sie in lhrem eigenen Verantwortungsbereich
Mdoglichkeiten sehen, den Erwerb von Kompetenzen zu verbessern.

AN
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Anhang

Aufgaben-Lésungen (Kurzfassung)

Die angegebenen L6sungen miissen nicht die einzig méglichen sein!

Aufgabe 1: Es gibt mehrere Lésungen.
Aufgabe 2: (10|14]14|14|14|34), d.h. die 1 fallt ca. 10 mal,
die 2, 3, 4 und 5 jeweils ca. 14 mal und die 6 fallt ca. 34 mal

(aufgerundet, damit Summe = 100).

Aufgabe 3 a): (2|2[1) - (9,50(15,60(11,00) = 61,20

Aufgabe 4
01%01 2%, 1%
00101 2 2
ayD={% 0 0 0 0| b)Y,=| %|,Z,=|3%
11101 4 0
00100 1 3

Der Vektor Y, gibt die Gesamtzahl der Gewinne pro Person an,
wobei % fir ,unentschieden” steht.

Bei der gekippten oder transponierten Matrix stehen die Nieder-
lagen der Personen in den Zeilen, genauer die Siege iber die
Personen in den Zeilen. Also gibt der Vektor Z, die Anzahl der
Niederlagen pro Person an, wieder mit % fiir ,unentschieden®.

Aufgabe 5: Es gibt mehrere Lésungen.

Aufgabe 6

a) In dieser Matrix L ist auch die Hauptdiagonale besetzt. Sind

diese Eintrdge nicht Null, verbleibt der entsprechende Anteil in

der zugehdrigen Altersgruppe.

Zeile 1: Nur die Schildkrdten in den Gruppen 4 und 5 legen
Eier: Erstbriter im Durchschnitt 280 pro Jahr und
Briiter ca. 70 pro Jahr.

Und so weiter...

b) Bestand nach einem Jahr (in Tausend)

B, ~ (805|243 | 78 | 4,3 | 5), nach 2 Jahren

B, ~ (1.548 | 350 | 56 | 3,1 | 8,3) und nach 10 Jahren
By~ (815|7216,1]0,3|9,5).

Aufgabe 7: (Beispiel)

003 002 0 0 \*(123
0066 097 0 0 39,1
0 0029 095 0 | |155

0 0 0066 0972 16,3
aus (10,6/32,7|14,0(24,4) und B(2050) = 73,5 Mio.
aus etwa (8,6/26,4]11,5]27,1).
0,02

B(2025)= ~ 81,7 Mio.

K\o,s—n 0,025 0972
0,93
0,066 0,02 0,066
< 0] < [Te)
< N 3 8
R %) o Q
Q0 ~ T9) ©

Aufgabe 8: Hangt weitgehend von lhnen ab.

Aufgabe 9 a) L = {(3]-2|4)}, b) L = {(-1|-16]-21)}

Aufgabe 10
a) N(Z) = 0,903333 Z + 0,01 Z% - 0,000033 Z°
b) es gibt verschiedene Ansétze zur Qualitétsiberpriifung.

Aufgabe 11
a) es gibt verschiedene Mdglichkeiten des Nachweises.
b) K(x) = x> - 30x%+ 320x + 72

Aufgabe 12

a) Schneiden 1470 Minuten = 24 h 30 min, Schrauben 395
Minuten = 6 h 35 min und Verpacken 405 Minuten = 6 h 45 min.
Gesamt; 2270 Minuten = 37 h 50 min.

b) Bei der gegebenen Lage konnen 24 Bettgestelle, 24 Kleider-
schranke und 48 Frisierkommoden fertig gestellt werden.

123|225
314125

Aufgabe 13
Das gesuchte Gleichungssystem lautet:

25 2|50
Es konnen 2 ME der Ostereier-Sorte XXL, 8 ME der Sorte XL
und 3 ME der Sorte L produziert werden.

Aufgabe 14: Es gibt verschiedene Méglichkeiten des Abén-
derns.

Aufgabe 15

Benotigt wird die Matrix TE, welche die Anzahl der Bauteile T
pro Endprodukt E beschreibt. Sie erhélt man als Produkt aus
den entsprechenden Matrizen TZ und ZE:

420

2122 2 12 20
044

TE=(320 1| =[16 14 12
324

4020 2 12 8
40 4

Zu losen ist damit das lineare Gleichungssystem
22 12 20 | 7000

16 14 12| 5100| mitL = {(200|50]100)}.
22 12 8 | 5800

Der Kunde hat also 200 ME vom Endprodukt E, bestellt, 50 ME
vom Endprodukt E, und 100 ME vom Endprodukt E;

Aufgabe 16
a)
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b) Die Rohstoff-Endproduktmatrix RE ist wieder Produkt der
Matrizen RZ und ZE, also

130 26 31 7
21 4
06 2 60 64 10
RE = 18 10 1| =
202 16 6 12
6 2 2
131 32 33 9

Die Lésung berechnet sich durch Multiplikation
RE - (150(200(250)" = (11.850|24.300|6.600|13.650)

c) Aufstellen des Gleichungssystems:
Seien
z, = ME vom Zwischenprodukt Z,,
e, = ME vom Endprodukt E;,
e, = ME von E, und
Z = (75|z,|100),
E = (e4]6,/12),
dann ist zu l6sen ZE - E = Z, also

| 2e¢ + e + 48 = 75

Il 8e + 10e, + 12 = z, = ¢,=11,¢,=5,2,=150.
I 6e + 2e + 24 = 100

Da das Gleichungssystem eindeutig losbar ist, lassen sich die
Zwischenproduktbestidnde vollstandig durch diese Produktion
verarbeiten. Dabei werden 11 ME von E,; und 5 ME von E, pro-
duziert, sofern das Werk A 150 ME von Z, liefern kann.

G2 - Anhang

Aufgabe 17

a) Die Bevdlkerung jeder der drei Regionen ist in genau drei
Gruppen eingeteilt: Gruppe 1: Abwandernde zur Alternative 1,
Gruppe 2: Abwandernde zur Alternative 2, Gruppe 3: Bleibende.
Zusammen sind das 100 % der Bevolkerung jeder Region.

b) Bevolkerungszahlen in den 3 Regionen nach einem Jahr:
04 04 01) (100 65) Da die Zeile der Matrix jeweils
02 02 03| 50 45 die Anteile enthalt, die in ihrer

Region bleiben und die aus den

04 04 06 50 % anderen beiden hinzu kommen,

ergibt Matrix-Zeile mal Bevélkerungsvektor die Anzahl der Be-
wohner nach einem Jahr in der Region, die zur Zeile gehort.

In A leben nach einem Jahr laut Modell daher 65 Tausend, in B

45 Tausend und in C 90 Tausend Einwohner.

Die Berechnung der Prognosen nach 2,

3, 10 bzw. n Jahren geschieht nach

immer dem gleichen Muster, jeweils fir

50 ) den Exponenten die gewiinschte Zahl
eingesetzt.

Es zeigt sich, dass laut Modell langfristig A und C ihre Bevélke-

rungszahlen tauschen.

04 04 01)"(100
02 02 03| -| 50
04 04 06

c) hat mehrere Lésungsmdglichkeiten.

Aufgabe 18 hdngt ganz von Ihnen ab.

Die Losungsvorschlage fiir die Abituraufgaben erhalten Sie bei Bedarf iiber Ihre Lehrerin bzw. Ihren Lehrer.

0 Informationen

Daten fiir Aufgabe 7 erhalten Sie z.B. auf folgenden Seiten

+ Daten zu Deutschland (Statistisches Bundesamt):

www.destatis.de/d_home.htm

+ Daten auch fir Deutschland (U.S. Census Bureau):

www.census.gov/ipc/www/idbpyr.html

Zusatzliche Informationen iiber Lineare Gleichungssysteme

MathePrisma Modul:

Ideen fiir Beispiele und Aufgaben stammen aus

CT und Lineare Gleichungssysteme - Mathematik ist die beste Medizin

* Ro0ss BRoDIE / STEPHEN SWIFT - QMaths 11¢ - Moreton Bay Publishing - Melbourne 1997
+  SCHOWE, KNAPP, BORGMANN - Lineare Algebra, Wirtschaft - Cornelsen - Berlin 1998
+  WERNER ScHMIDT - Mathematikaufgaben - Klett - Stuttgart 1985

+ Centraalexamen 1994 - Wiskunde A (1. Termin), Aufgabe 3

« Mathematik Grundkurs - Schriftliche Abiturpriifung Schuljahr 2004/2005 Hamburg

+ http://isolatium.uhh.hawaii.edu/linear/ch6/green.htm
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