V4 - Lineare Optimierung

Ubersicht

Inhalte

Mit einer klassischen, eindeutig l6sbaren Aufgabe zur linearen Optimierung wird zunéchst in die
Problematik eingefiihrt und dabei das Aufstellen von Ungleichungen und Gleichungen mit 2 Varia-
blen und deren Darstellung im Koordinatensystem wiederholt bzw. entwickelt.

Um zu kldren, wo ein gesuchtes Maximum (oder Minimum) iiberhaupt liegen konnte, wird die
Aufgabe variiert, auch so, dass die Losung nicht mehr eindeutig ist und keine Losung existiert.

Die Form der Schnittmenge von Halbebenen bei solchen Aufgaben wird ebenfalls untersucht: Es ist
stets eine konvexe Menge.

Ein Ausblick auf Aufgaben mit mehr als 2 Variablen und auf die nichtlineare Optimierung stehen
am Ende der Unterrichtsreihe, die mit einem Riickblick abgeschlossen wird.

Methodische Hinweise

Vorgeschlagene Unterrichtsform: Gruppenarbeit fiir das paradigmatische Beispiel.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollten mit ihren Kenntnissen aus der Mittelstufe und den vorange-
gangenen Themenbereichen Ungleichungen und Gleichungen aus dem Kontext der Aufgabe auf-
stellen und auch eine Skizze des Zuléssigkeitsbereiches erstellen konnen, in die ein Vertreter der
Zielfunktion eingezeichnet wird. Moglicherweise probieren die Lernenden aber auch mit verschie-
denen Wertepaaren aus, wo der optimale Wert liegt.

Hier taucht vielleicht bereits die Frage nach der prinzipiellen Form des Zuléssig-

keitsbereiches auf (konvexe Menge) und wo optimale Punkte liegen konnen.

Variationen der Aufgabenstellung — auch mit nicht eindeutiger Losung — sollen

zur Kliarung beitragen. Finden die Lernenden nicht selbststdndig die Form des
Zuldssigkeitsbereiches, so hilft z.B. die Frage, ob eine Menge wie in nebenste-

hender Abbildung (nicht konvexe Menge) als Skizze eines Systems linearer Un-  Abbildung 1
gleichungen mit 2 Variablen auftreten kénnte. nicht konvexe Menge
Weiter sollte auch diskutiert werden, wann eine Aufgabe unldsbar ist.

Ob man den Hauptsatz der linearen Optimierung anspricht, der ja die Grundlage fiir das Simplex-
Verfahren ist, hingt von der zur Verfiigung stehenden Zeit ab. Moglicherweise ergibt sich dieser
Satz (im R?) auch bei der Arbeit in einer der Gruppen.

Eine n-stellige reelle lineare Funktion, die auf einem durch reelle lineare Ungleichungen mit n
Variablen beschriebenen konvexen Bereich (Zuldssigkeitsbereich) definiert ist, nimmt ihr Maxi-
mum bzw. ihr Minimum — sofern ein solches existiert — stets am Rand dieses Bereiches an.

Hauptsatz der linearen Optimierung, Formulierung nach [1]

Ist das paradigmatische Beispiel eine Maximumaufgabe, sollte bei den Ubungsaufgaben auch nach
einem Minimum gesucht werden und umgekehrt. Vielleicht entdeckt dabei eine Schiilerin oder ein
Schiiler, dass die beiden Aufgabentypen ineinander iibergefiihrt werden konnen.

Das Losen einer Aufgabe mit einer Tabellenkalkulation, das Aufstellen eines Systems von Unglei-
chungen und der Zielfunktion bei mehr als 2 Variablen und eine ohne Differentialrechnung 16sbare
Aufgabe mit nichtlinearer Optimierung geben zum Ende der Unterrichtsreihe verschiedene Aus-
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blicke: In Tabellenkalkulationen gibt es Tools zur Losung verschiedener Aufgaben - Realitdtsbezug
fiihrt oft zu Aufgaben mit mehr als 2 Variablen - die zentrale Idee der Optimierung taucht in ver-
schiedenen Methoden auf.

Vernetzungen

Jeder Lernende (und auch jeder Lehrende) muss und wird sich eigene Vernetzungen schaffen und
konkret ausformen. Im Unterricht sollten aber dazu Angebote kommen: Die folgende Grafik gibt
einen Uberblick, in welchen Bereichen Vernetzungen im Prinzip wiinschenswert sind.

Siehe hierzu auch Seite 14, ,,AbschlieBende Aufgabe.
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Vorschliage fiir den Unterricht

Paradigmatisches Beispiel:

a)

b)

cl)

c2)

Eine Gértnerei kann von einem Nachbargrundstiick bis zu 5 ha Land erwerben. Das
Land soll teilweise als Freiland, aber auch mit Folie {iberdacht bewirtschaftet werden.
Fiir dessen Bewirtschaftung stehen insgesamt nicht mehr als 420
Arbeitstage pro Jahr zur Verfligung; 1 ha Freiland erfordert 40
Arbeitstage im Jahr, 1 ha iiberdachtes Land dagegen 240 Ar-
beitstage jahrlich.

An Kosten entstehen fiir 1 ha Freiland pro Jahr 800 €, fiir 1 ha
iiberdachtes (unbeheiztes) Land fallen pro Jahr 2.400 € an — oh-
ne Beriicksichtigung der Baukosten fiir die Uberdachung. Die
Gartnerei mochte die Kosten auf insgesamt 4.800 € im Jahr be-
schrianken.

Der voraussichtliche jdhrliche Reingewinn pro ha Freiland betrigt 1.000 €, fiir das tiber-
dachte Land 2.000 €.

Wie viel Hektar sollte die Géartnerei kaufen, und wie viel Hektar davon wird sie mit
Folie tiberdecken, wenn der jahrliche Gewinn unter den genannten Bedingungen mog-
lichst grof3 sein soll?

Die Girtnerei mochte jetzt die Kosten auf 6.000 € pro Jahr beschranken, ist also bereit,
zundchst maximal 1.200 € mehr zu investieren.

Die anderen Nebenbedingungen obiger Aufgabe bleiben gleich.

Wie ist jetzt maximaler Gewinn zu erzielen?

Was dndert sich gegentiber der ersten Fassung der Aufgabe?

Beschreiben Sie, wie bei einer Aufgabe zur linearen Optimierung eine Losung entstehen
konnte, die nicht mehr eindeutig ist.

Beschreiben Sie, wie der Fall eintreten konnte, dass eine Aufgabe zur linearen Optimie-
rung nicht I6sbar ist.

Andern Sie die Teilaufgabe a) jeweils entsprechend ab und interpretieren Sie Thre Ande-
rung nach Mdglichkeit im Kontext der Aufgabe.

Losungsvorschlige zu a):

Wir vereinbaren

x = Anzahl (in ha) gekaufter Flache fiir die Nutzung mit Folie,

y = Anzahl (in ha) gekaufter Flache fiir die Nutzung als Freiland.

Aus dem Sachkontext der Aufgabenstellung folgt x > O und y > 0.



4 von 16 Handreichungen

V4 - Lineare Optimierung

Die 3 Bedingungen ergeben die Ungleichungen

m y + X < 5 my + x < 5
IV 40y + 240x < 420 .GekiirztergibtsichIV y + 6x < 10,5
V 800y + 2.400x < 4.800 Vy+3x < 6
I x> 0
oD y=> 0
und aufgeldst nach y folgt insgesamt das System II y < -x + 5
IVy < -6x + 105
Vy< -3x + 6

Die ersten beiden Ungleichungen nennt man auch Nichtnegativitiitsbedingungen, die restlichen
Ungleichungen Nebenbedingungen oder einschrinkende Bedingungen.

Die Zielfunktion ist 2.000 x + 1.000 y - max oder y = -2x + ¢, wobei der y-Achsenabschnitt mog-
max

lichst groB sein soll und den Wert anzeigt, sofern ein Maximum existiert.

Ay

10 Die 3 Ungleichungen III, IV und V werden (als Glei-
chungen gedacht) in ein Koordinatensystem gezeichnet
(siehe nebenstehende Abbildung 3).
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Abbildung 3
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Abbildung 4

A

y
AnschlieBend wird die zu der jeweiligen 6\

Ungleichung gehorende Halbebene mar- -3x+6
kiert und so die Schnittmenge der Halb-
ebenen gefunden, die man Zuldssigkeits- s¢

bereich oder auch Menge der zuldssigen E
Punkte nennet (sieche nebenstehende D
Abb. 4).
4 |
3 \
SchlieBlich wird eine Gerade mit der %45
Steigung -2 als Vertreterin der gesuch-

ten Zielgeraden eingezeichnet und so
lange parallel verschoben, bis ihr y-Ach-

-6x+10,5

senabschnitt maximal ist, sie aber noch c
mindestens einen gemeinsamen Punkt

. [ 1
mit der Menge der zuldssigen Punkte hat: Zulassigkeitsbereich

Man sieht, dass die optimale Zielgerade
die y-Achse bei 5,5 schneidet. Daraus

folgt: max = 5,5 - 1000 = 5.500. ron B >
Die optimalen Bedingungen im Sinne A ! 2 3 4 °
der Aufgabenstellung sind offenbar im y
Punkt D(0,5|4,5) gegeben. 6
Die Ergebnisse miissen jetzt im Sinne \ |3+
ger Aufgabenstellung interpretiert wer- L6x+10,5
en: 5@

Die Koordinaten von D bedeuten, dass
fiir maximalen Gewinn 4,5 ha Land als
Freifliche und 0,5 ha mit Uberdachung 47
genutzt werden sollte.
Da 4,5 + 0,5 = 5 ist, muss die Gértnerei
offenbar die angebotene Fliache vollstin-
dig aufkaufen.

Der maximale Gewinn wurde oben
schon angegeben; er betrdgt 5.500 € pro 2
Jahr.

Das Ausprobieren von Wertepaaren, die
maximalen Gewinn versprechen, ist bei
dieser Aufgabe nicht so einfach, da

x, y € R", moglich ist.

A

0@

Abbildung 5
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Losungsvorschlige zu b):

I x >

oIy >
Es dndert sich nur UngleichungV: Il y < -x + 5
IVy < -6x + 105
Vy< -3x + 175

Die zu Ungleichung V gehorende Gerade verschiebt sich also parallel in positive x und y-Richtung.

Ay

Es ist zu erkennen, dass die verschobene Gerade (Term:
-3x + 7,5) keine Rolle mehr fiir den Zuléssigkeitsbe-

\ reich spielt.

10

Es ist der Schnittpunkt von f und g mit f(x) = -x+5 und
g(x) = -6x+10,5 zu berechnen, der in der Zeichnung
nicht mehr genau ablesbar ist:

S(1,113,9).

6

(x)6 s

%
goL+X9—~

Durch diesen Eckpunkt muss offenbar auch die Zielgera-
de gehen, deren y-Achsenabschnitt man mit den Koordi-

naten von S berechnen kann.
\ z(x) =-2x + 6,1.

\\ Die Interpretation der Ergebnisse im Kontext der Auf-

4 \\ gabe erfolgt analog wie oben bei a).
\\ /0/1
)
2 gi ) +.
o
AR
1 2 3 4 5 X

Abbildung 6
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Abbildung 7
Ay Was hat sich nun gegeniiber Teilaufgabe
\ a) geandert?
6 -
~6x+10,5 »  Der Zuldssigkeitsbereich hat sich
gedndert (als Auswirkung der geén-
5 derten Nebenbedingung).

* Die Koordinaten des neuen optima-
len Eckpunkts sind nicht mehr ab-

4 lesbar, der Wert muss berechnet
werden und daher auch der y-Ach-
senabschnitt der Zielgerade.

3

2

Zulassigkeitsbereich

-3x}7,5

Losungsvorschlige zu ¢):

cl)  Die optimale Zielgerade ist parallel zu einer Begrenzungslinie des Zuldssigkeitsbereiches
(durch einen optimalen Eckpunkt). Dazu kann entweder die Steigung der Zielgerade oder
einer Begrenzungslinie gedndert werden.
Steigt etwa der Reingewinn fiir das iiberdachte Land pro ha auf 3.000 €, lautet die Zielgerade
z(x) = -3x + ¢, die damit parallel zur Begrenzungsgeraden y = -3x + 6 ist. Alle Punkte auf
dieser Geraden mit 0,5 < x < 1,5 ergeben optimale Losungen:
Die Gértnerei kauft nur 3 ha Land und bewirtschaftet 1,5 ha als Freiland und 1,5 ha als tiber-
dachte Flache. Der maximale Gewinn betrdgt so 6.000 €. Oder
Die Girtnerei kauft 4 ha Land und bewirtschaftet 3 ha als Freiland und 1 ha als iiberdachte
Flache. Der maximale Gewinn betrédgt so 6.000 €. Oder....

c2)  Dazu miissen sich etwa Nebenbedingungen gegenseitig ausschlieen. Wird in der urspriing-
lichen Aufgabe III abgeéndert zu III’: y > -x + 6,5, miisste die Gértnerei also mindestens 6,5

ha Land erwerben, so wire der Zuléssigkeitsbereich leer, die Aufgabe unldsbar.

Die Aufgabe ist ohne Computereinsatz losbar.
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Aufgabe 2

Katrin besitzt einen kleinen Schmiedeofen, den sie immer wieder benutzt, um ,,Gliicksbringer-
Hufeisen* herzustellen. Sie fertigt diese Hufeisen in zwei Grofen, ndmlich fiir Zugpferde und
Ponys. Ein Hufeisen in der GroBe fiir Zugpferde ist in 20 Minuten hergestellt, ein Hufeisen in
der Grofle flir Ponys in 15 Minuten. Katrin arbeitet mit ihrem Schmiedeofen mindestens 6 Stun-
den in der Woche, aber nie mehr als 20 Stunden.

Sie verdient an einem Pony-Hufeisen 4 €, an einem Zugpferd-Hufeisen 6 €. In einer Woche hat
sie bisher nie mehr als 40 grofle und 50 kleine Hufeisen verkauft.

a) Wie viele Hufeisen von jeder Sorte sollte sie herstellen, um pro Woche maximalen Pro-
fit zu machen?
Wie lang muss sie dann in der Woche arbeiten?

b) Wie viel Zeit muss sie mindestens in einer Woche arbeiten, um 250 € Gewinn zu ma-
chen?
Wie viele Hufeisen von jeder Sorte produziert sie dann?

Diese Aufgabe ist zwar noch eine Maximumaufgabe, sie fiihrt aber durch eine Variation der Fra-
gestellung zur Minimumaufgabe hin. Ein neues kleines Problem ist die vom Kontext geforderte
Ganzzahligkeit, sodass die gesuchte Losung von a) nicht wirklich auf dem gefundenen Eckpunkt
liegt.

Die Losung von b) kann z.B. auch iiber Ausprobieren gefunden werden, wie in der beiliegenden
DERIVE-Datei.

A Losungsvorschlige:
y
60 a) X = Anzahl kleine Hufeisen,
y = Anzahl groe Hufeisen.
Dann ist zunédchst
50 I x >0
S I > 0
40 y .
m x < 50
30 v y < 40
Die Arbeitszeit mit dem
20 Zulassigkeitsbereich Schmiedeofen ist noch nicht
\ .. . .
bertiicksichtigt:
10 6 <Vs-y+'i-x<20.Das
3418 sind 2 Ungleichungen, die
nach y aufgeldst so aussehen
0 10 20 N30 40 50 60 70 & > V y<-% x+60

VI y>-%-x+18.
So ergibt sich nebenstehender
Zuldssigkeitsbereich.

Abbildung 9
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Der eingezeichnete Schnittpunkt S ist S( ? |40), der optimale Punkt fiir die Zielfunktion

4-x+6-y—>max bzw. y(x)=-%x+cundc= %

Der ,,néchste ganzzahlige Wert ist x,, = 26 und y,, = 40, aber nicht der optimale. Das ist das
Wertepaar x,.,, = 28, y,... = 39, das einen Gewinn von 346 € und eine Arbeitszeit von 20 h
bedeutet. Es muss also ein wenig nach einem ganzahligen optimalen Punkt gesucht werden.

Mit der Produktion von 28 kleinen und 39 groflen Hufeisen macht Katrin einen maximalen
Gewinn von 346 €. Dafiir muss sie aber genau 20 Stunden arbeiten.
(Losung ohne Computereinsatz moglich.)

b) Die Gerade mit 250 € Gewinn hat die Glei-

chung z(x) = - %-x + 125

. Diese Gerade 50

liegt ,,mitten* im Zuléssigkeitsbereich (siehe
Abbildung). 40

Mit den ganzzahligen Paaren auf z kann man
jedoch die jeweils zugehdrige Zeit ausrech-
nen und erhélt: Katrin muss mindestens 14
Stunden fiir einen Gewinn von 250 € arbei- 20
ten. Sie produziert dann 4 kleine und 39 gro-

e Hufeisen. 10
(Berechnung mit Taschenrechner recht un-
tibersichtlich, siehe Derive-Datei V4-2.dfw)

Aufgabe 3

Ein Lieferant fiir Rennstille benotigt pro Woche mindestens 500 Ballen
Heu und 400 Ballen Stroh. Er bezieht Heu und Stroh von zwei Betrieben,
die als Kaufanreiz Kombiangebote machen: Die landwirtschaftliche Ge-
nossenschaft Westenberg gibt beim Kauf von jeweils 6 Ballen Heu 4 Bal-
len Stroh gratis, die Genossenschaft Ostenberg gibt 2 Ballen Heu gratis
beim Kauf von jeweils 8 Ballen Stroh.

Erfinden Sie eine geeignete Fragestellung und I6sen Sie dann die Aufgabe.

Losungsvorschlige:

Sei  x = Anzahl a 10 Ballen von Westenberg (bestehend aus 6 - Heu und 4 - Stroh) und
y = Anzahl a 10 Ballen von Ostenberg (bestehend aus 2 - Heu und 8 - Stroh).

Dann ist zundchst X,y > Ound 6 - x +2 - y > 500 sowie 4 - x + 8 - y > 400.
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> 0 Ay
250

> 0

> -3x + 250

> -0,5x + 50 200

< < < X

Rechts abgebildet ist der Zuldssigkeitsbereich.
Der Schnittpunkt zwischen den beiden Geraden ist 150
S(80]10). Ob dieser Punkt optimal ist, hangt von der Stei-
gung der Zielfunktion ab.

100
Die Schiilerinnen und Schiiler sollten erkennen, dass hier
eine Minimumaufgabe vorliegt und entsprechende Frage-
stellungen entwickeln. Aber vielleicht ergeben sich ja auch
andere interessante Aufgabenstellungen. 50

50 100 150
Aufgabe 4

Sie haben jetzt an einigen Aufgaben die Problemstellung mithilfe eines Systems linearer Unglei-
chungssysteme und einer linearen Funktion (Zielfunktion) zu beschreiben.

a) Aus dem Ungleichungssystem haben Sie den Zuldssigkeitsbereich skizziert. Beschreiben
Sie, welche Form dieser Bereich haben muss bzw. welche er nicht haben kann.

b) Geben Sie eine Losungsstrategie an und begriinden Sie, warum Sie so vorgehen.

C) Welche Fille konnen bei einem Losungsversuch auftreten und woran ist ein Fall jeweils

zu erkennen?

Losungsvorschlige:

a) Hier sollte eine konvexe Menge beschrieben werden, der Fachausdruck muss nicht einge-
fiihrt werden. Moglich ist auch, dass beschrieben wird, wie die Menge nicht aussehen darf
(siehe dazu Abbildungl, S.1). Dabei heilit eine Punktmenge konvex, wenn sie mit zwei belie-

bigen Punkten P, und P, auch alle Punkte der Verbindungsstrecke P, P, enthilt.
b) Jetzt sollte das suchen von Ecken erwdhnt werden.

C) Maximum- und Minimumprobleme konnen unterschieden werden, zwingend sind jedoch die
Unterscheidung in eindeutig und mehrdeutig l6sbar sowie unlésbar mit den zugehorigen
charakteristischen Eigenschaften: Im Falle der Losbarkeit geht es um die Steigung der Ziel-
geraden, im Falle der Unlésbarkeit schliefyen sich etwa Nebenbedingungen gegenseitig aus,
sodass der Zuldssigkeitsbereich leer ist.

Die Beschreibung kann auch anhand von Beispielen erfolgen, sie sollte jedoch fiir weitere Anwen-
dungen verallgemeinert werden.
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Die Mikrookonomie nutzt die Idee von Nebenbedingungen und Graphen um zu kldren, wie sich
Anderungen von Parametern (z.B. Preise, Steuern, Einnahmen, etc.) auf ein Unternehmen auswir-
ken.

In der folgenden Aufgabe wird mit dieser Methode versucht, den Gewinn auf eine bestimmte Hohe
zu bekommen. Der Einsatz des Computers erleichtert dabei den Umgang mit den relativ vielen
Daten, er ist aber fiir Teil b) keineswegs zwingend, wie c) zeigen soll. Bei realen Problemen ist
jedoch der Computereinsatz zumeist notwendig.

Aufgabe 5

Ein Betrieb produziert Socken. Die monatliche Menge kann der folgenden Tabelle entnommen
werden. Der Unternehmer rechnet mit Herstellungskosten von 3 € pro Stiick und einem Ver-
kaufspreis von 5 € pro Stiick.

a) Berechnen Sie mithilfe Verkaufsplanung:
eines Kalkulationspro-

. _ . VK-Preis pro Stick: 5,00 €
gramms zundchst JCWCIIS Herstellunsgkosten pro Stiick: 3,00 €
Vertriebskosten pro Stiick: (25% der Herstellunsgkosten)

den Gewinn in den ersten
drei Monaten und dann

d G t . . Januar Februar Marz 1. Quartal
en esamigewinn im Stiickzah': 10.000 20.000 30.000
ersten Quartal (die Daten | Herstellunsgkosten:

.. Vertriebskosten:
finden Sie in der neben- Feste Kosten: 13.000,00 € | 14.000,00 € | 15.000,00 €
stehenden Abbildung Gesamtkosten:

8 Umsatzerlése:

bzw. gegebenenfalls in Summe:

einer Datei).

b) Untersuchen Sie mithilfe eines Losungstools (z.B. in Excel ist ein Add-In namens ,,Sol-
ver®, das eventuell noch installiert werden muss), wie sich die Herstellungskosten und
der Verkaufspreis optimal verdndern miissen, damit der Gesamtgewinn der Unterneh-
mung im ersten Quartal auf 70.000 € vergroBert werden kann, wobei die Gesamther-
stellungskosten im ersten Quartal 150.000 € und die Gesamtkosten 230.000 € nicht {iber-
schreiten sollen.

c) Formulieren Sie b) als normale Optimierungsaufgabe und versuchen Sie eine Losung.
Stimmt Ihre Lésung mit der Losung des Programms iiberein?

Losungsvorschlige:
a) Normale Arbeit mit einer Tabellenkalkulation.
b) Verwendet man Excel, so sollte im ,,Solver* unter ,,Optionen* der Punkt ,,Lineares Modell

voraussetzen gewéhlt werden (siche Abbildung 12, nichste Seite).

Excel gibt als Losung aus: Verkaufspreis 4,99 €, Herstellungskosten 2,50 €. Quattro Pro
rechnet dagegen mit Herstellungskosten = 0, wenn dafiir keine untere Schranke gegeben ist.
Die Losungsstrategie der Programme ist leider nicht sichtbar, aber Quattro Pro beginnt offen-
bar bei der unteren Grenze fiir die Herstellungskosten, denn die ,,Losung* erscheint nach nur
einem Iterationsschritt. Excel scheint von der oberen Grenze der Herstellungskosten auszu-
gehen, die bei 2,50 € liegt (60.000 - 2,50 € = 150.000 €).
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Datei  Bearbeiten  Ansicht  Einfligen  Format  Extras  Daten Fenster 2
DEdam 2V B o- @& =-@2] @32 7|
- x
A B [& D E F G

1 Verkaufsplanung:

2

| 3 |Wk-Preis pro Stiick: 4599 €

| 4 |Herstellunsgkaosten pro Stick: 2580 €

| & |Vertreibskosten pro Stick: 063 € (258% der Herstellunsgkosten)
B Solver-Parameter x| —
7

g | Tielzelle: $F$1S % Lisen I
9 |Stuckzahl. ~ZeWerti  Coax  Cibin F wert [7o000 schiefien |
10 |Herstelluns: ~Weranderbare Zellen:

| 11 Wertriebskn | [$D3;50%4 ] schazen |

12 |Feste Koste Mebenbedingungen:
13 |Gesamtkos

14 |Umsatzerld

Oplionen... |

$F$10 <= 150000
$F$13 <= 230000

;I Hirzufagen |

15 |Summe: Andern | .
15 Lot Zgrucksetzenl
LU | - tschen |

|17 | J Hilfe |

Abbildung 12

C) Gesamtgewinn = 70.000
x = Herstellungskosten, y = Verkaufspreis und x, y > 0

188

I Kosten: 75.000 x +42.000 < 230.000 = x <

I Herstellungskosten: 60.000 x < 150.000 = x < 2,5

75

Gewinn: —75.000 x -42.000 + 60.000 y = 70.000 U y =ax +

V4 - Lineare Optimierung

Tippt man 4,99 € und
2,50 € in die Tabelle von
5a) ein, ist der Gewinn
nur 69.900 €. Das liegt
natiirlich daran, dass die
Tabellenkalkulation die
Ergebnisse auf zwei Stel-
len nach dem Komma
gerundet hat. ,, Exakte
Losungen® erhélt man
mit diesem Verfahren im
Allgemeinen nicht. Doch
interessieren solche iiber-
haupt in der Praxis?

Es liegen die beiden Da-
teien ,, V4-05bS“ fiir Ex-
cel und Quattro Pro vor,
in denen verschiede Ein-
stellungen fiir das Lo-
sungsverfahren gewdhlt
wurden.

= 2,5067

starker

112
60

Alle zuldssigen Paare (also x < 2,5), die diese Gleichung erfiillen, ergeben einen Gewinn von
70.000, es gibt also unendlich viele Losungen. Tatsdchlich, bezogen auf den Kontext der

Aufgabe?

Es bleiben einige Fragen, wie:

. Ist es sinnvoll, in Cent ganzzahlige Losungspaare herauszufinden?

Sind Gewinnerwartungen exakte Werte?

. Wie weit lassen sich die Herrstellungskosten senken (untere Schranke fiir die Her-
stellungskosten)?
. Werden Herstellungskosten und Verkaufspreis in einer Fabrik fiir ein Produkt wie

Socken tatsachlich stiickweise berechnet?
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Mathematik — Realitét
Aufgaben mit nur zwei Variablen weisen zumeist nur geringe Realitétsbeziige auf, daher sollte
gegen Ende der Unterrichtsreihe ein etwas komplexeres Problem modelliert werden. Eine Losung

liefert vielleicht der Computer.

Aufgabe 6

Ein Kaffee-Spezialgeschift will aus den Sorten A, B und C eine Sondermischung herstellen.
Von den Sorten A und B stehen jeweils 100 kg zur Verfiigung, von der Sorte C 50 kg.

Damit die Mischung die gewiinschten geschmacklichen Eigenschaften hat, muss sie mindestens
25% der Sorte A und hochstens 50% der Sorte C enthalten.

Der Preis fiir Sorte A betrdgt 15 €/kg, fiir Sorte B 12 €/kg und fiir Sorte C 10 €/kg. Die Mi-
schung soll 14 €/kg kosten.

Welche Mengen von jeder Sorte muss die Mischung enthalten, damit der Gesamterlés mog-
lichst groB ist?

Losungsvorschlége:
In der Mischung seien enthalten x, kg von Sorte A, x, kg von Sorte B und x, kg von Sorte C.
Dann ergibt der Text dieses Modell:

x 20, x, > 0, x,> 0 I x, 20, x >0 x, > 0

X, < 100 I x < 100

X, < 100 11 X, < 100
vereinfacht

x, < v X, < 50

x, 2 025 (x, + x, + x) vV -3x + X, + X, < 0

x, < 050 (x, + x, + x) VI -x - X, + x, < 0

Ziel = (14-15) - x, + (14-12) - x, + (14-10) - x, — max, vereinfacht:
Ziel = -x, + 2x, + 4x; — max
Ein Losungsversuch mit einer Tabellenkalkulation fiihrt zu:

Von Sorte A werden 50 kg, von Sorte B 100 kg und von Sorte C 50 kg zu der neuen Mischung
zusammengefiigt.

Der maximale Gesamterlos liegt bei 350 €.
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Nichtlineare Optimierung
Als Ausblick kann noch die folgende Standardaufgabe gewdhlt werden:

Aufgabe 7

Viktoria will fiir ihr Zwergkaninchen ein rechteckiges Gehege direkt an der Hauswand einrichten.
Sie hat dafiir 3 Meter passenden Drahtzaun auf einer Rolle.

Wie soll sie die Seitenldngen wéhlen, damit der Fldcheninhalt maximal wird?

Losungsvorschlige:

Nichtnegativitidtsbedingungen: x, y > 0,
Nebenbedingung: 2x +y = 3 (Zaunlinge) =y = 3-2x,
Ziel: Z(x,y) =X * y = max.

Wird y eingesetzt, ergibt sich die Zielfunktion: Z(x) = -2x* + 3x, also
eine nach unten gedffnete Parabel (eine nichtlineare Funktion).

Der Scheitelpunkt liegt bei (0,75]1,125) = x = 0,75 und y = 1,5 (Ne-
benbedingung), das groBite (rechtwinklige) Gehege ist damit 1,5 m
lang und 0,75 m breit.

Der maximale Flicheninhalt ist 1,125 m?, was aber nicht gefragt wird.

Haus

Zu dieser Aufgabe liegen Arbeitsbldtter
mit der Geometrie-Software ,, Geonext
vor, welche den funktionalen Zusammen-
hang mit zwei Variablen ebenso visuali- yaus 7 Bewegen
sieren wie den davon abhdngigen mit
einer.

(Die Abbildung zeigt das Applet des 2. Arbeits-
blattes. Ein Bewegen des Eckpunkts des Geheges

dndert nicht nur dieses Gehege und zeigt das 1002
Flichenmaf} an, sondern hinterldsst als Spur die
Parabel, die sich durch die Elimination einer der
beiden Variablen ergibt.)
0 ¥
1 0 E E

Platz fir's Kaninchen: 05022m *1 9957m = 10022 m?

An dieser Stelle kann auch auf Aufgaben aus V1 hingewiesen werden, in denen optimale Werte
gesucht wurden (z.B. Aufgabe 6, Konservendose) und statt obiger eine dhnliche bearbeitet (und
ndherungsweise gelost) werden.



Handreichungen 15 von 16

V4 - Lineare Optimierung

AbschlieBende Aufgabe

Blicken Sie auf den Themenbereich ,,Lineare Optimierung* zuriick und verschaffen Sie sich
einen Uberblick:

Beschreiben Sie die nach ihrer Meinung charakteristischen mathematischen Inhalte und,
soweit dies moglich ist, wie sich diese vom Sachkontext einer Aufgabe ableiten lassen.

Sehen Sie Verbindungen zu fritheren Themen der Mathematik, zu anderen Fiachern oder zu
Sachverhalten auB3erhalb der Schule? Wenn ja, geben Sie diese an (auch unter Verwendung
graphischer Mittel) und begriinden Sie IThre Angaben.

Dieser (ziemlich anspruchsvolle) ,, mathematische Aufsatz“ kann auch z.B. in ein Lerntagebuch
integriert im Laufe der Unterrichtsreihe entstehen.

Literatur

Quellen:

Aufgabe 1: HANKE, KLINKER, SCHNEIDER - Einfiihrung in die Mathematik, Angewandte

Mathematik - Diesterweg Verlag, Frankfurt 1974

Aufgaben 2, 3: Ross BRODIE / STEPHEN SWIFT - QMaths 12b

Moreton Bay Publishing, Melbourne 1996

Aufgabe 5: [2]
Aufgabe 6: KARL ScHICK - Lineares Optimieren - Diesterweg Salle Verlag, Frankfurt 1972
Biicher:

[1]

[2]

[3]

REICHEL, MULLER - Lehrbuch der Mathematik 5 - 6bv&hpt, Wien 2002, S. 228 - 249
22 Seiten zu diesem Thema mit sehr vielen Aufgaben - (zu beziehen iiber: www.e-LISA.at)

RoLF SCHOWE / JoST KNAPP / RUDOLF BORGMANN - Lineare Algebra,
Kaufménnisch-wirtschaftliche Richtung - Cornelsen Verlag, Berlin 1998

23 Seiten incl. Simplexverfahren mit vielen Beispielen und vielen Aufgaben iiberwiegend mit
o6konomischem Hintergrund

Das groB3e Tafelwerk interaktiv - Cornelsen Verlag, Berlin 2003, S. 17
Auf der CD zusdtzlich eine Beispielaufgabe.

Internet-Adressen:

[4]

Einfiihrung in die Lineare Optimierung (mit Modellplotter):
http://www.bhak1.salzburg.at/Handelsakademie/mam material/LO

Einblick in die Entstehung der Linearen Optimierung, schrittweise Einfiihrung in Probleme
mit 2 Variablen, verschiedene JAVA-Applets.
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[5] Modellierung mit Linearer Optimierung:
www.schule.suedtirol.it/blikk/angebote/modellmathe/mal430.htm
Hier finden sich auch etliche weitere interessante Modellierungsprojekte.

Diese und weitere Links finden Sie auf der Download-Seite.

| Arbeitsmaterial fiir

nnnnn
uuuuu

Zu den Aufgaben vorhandene Dateien (mit Ordnerangabe):

88| Schiilerinnen und Schiiler
la) |Geonext-Seite mit Hilfedateien: V4-start. html — Geonext
Zugehorige Geonext-Datei (V4-01a.gtx) EEEE Geonext\geonext-normal
>>>>Siehe nachstehenden Hinwelis.
1b) |Losung (V4-01b.dfw); Derive
2) |Losung (V4-02.dfw); Derive
3) |Losung (ohne Zielfunktion, da diese ja von der Fragestellung abhingt) (V4-03.dfw);  Derive
S) |Arbeitsblatt (V4-04.xls, V4-05.qpw), — Excel oder
Losung fiir a) und b) (V4-05L.xls, V4-05L.qpw) e Quattro Pro
»opielen* mit Losungsverfahren (V4-05bS.xls, V4-05bS.qpw) -
Gibt es ganzzahlige Losungen in Cent zu 5b)? (V4-05b-ganzzahlig.dfw) Derive
6) |Arbeitsblatt (V4-06A.xls), Losung (V4-06L.xls). — Excel
Arbeitsblatt (V4-064.gpw), Losung (V4-06L.qpw) Quattro Pro
7) |Visualisierung der funktionalen Zusammenhénge: V4-start.htm! | Geonext
Zugehérige Geonext-Datei (V4—07.gtx). 23555 Geonext\geonext-normal
>>>>Siehe nachstehenden Hinwelis.

(Version vom 08.02.05)

Hinweise zu den Geonext HTML-Seiten:

. Die Datei geonext.jar muss im Ordner Geonext sein, im gesamten Pfad darf kein Umlaut
vorkommen,
. der verwendete Browser muss JAVA-Applets unterstiitzen.

Autor: Winfried Euba
Lizenzgeber fiir die Cliparts: Corel® (WordPerfect® Office).

Zeitvorschlag: 15 Stunden (von 90) Vi \;2, \35 W
oaer
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