Problem des Monats - Marz 2024

Lésungen und Hinweise

Anhand des Stellenwertsystems lasst sich die Umwandlung einer Zahl im Zehnersystem
einfach in die entsprechende Zahl des Binadrsystems umwandeln. Alternativ ist die
EinfUhrung des Algorithmus eine Md&glichkeit zur Vertiefung.

Algorithmus am Beispiel der Zahl 862:
862 +~2 =431 Rest0

Von unten nach oben lasst sich nun die Binarzahl

431 +2 =215 Rest 1 ablesen:
215+ 2 =107 Rest 1
107 -2 =53 Rest 1 1101011110

53+2 =26Rest1
26 +2 =13 Rest 0
13+-2=6Rest1
6 +-2=3Rest0
3+2=2Rest1l
2+2=1

1) Die Zahlen 6, 12, 36 und 121 lassen sich wie folgt im Stellenwertsystem darstellen:

Stellenwert 64 32 16 8 4 2 1

Zweierpotenz | 2° 2° 2° 2° 2° 2! 2°
Binarzahl 0] 0] 0] 0] 1 1 0]
(zur Zahl 6)

Binarzahl 0] 0] 0] 1 1 0] 0]
(zur Zahl 12)

Binarzahl 0] 1 0] 0] 1 0] 0]
(zur Zahl 36)

Binarzahl 1 1 1 1 0] 0] 1

(zur Zahl 121)

Binarzahl 1 0] 0] 1 0] 1 1

(zur Zahl 75)
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2+3) Die Bindrzahl 1001011 entspricht der Zahl 75 im Zehnersystem (z.B. mittels

Eintragen ins Stellenwertsystem vgl. Tabelle oben).

Hinweis: Ein interaktives Stellenwertsystem lassts ich tUber den Link
https://www.inf-

schule.de/information/darstellunginformation/binaerdarstellungzahlen/konzept dualsyste

m (aufgerufen am 06.02.2024) erreichen.

4) a) Bei der Addition gilt: 0+0=0;1+0=1;0+1=1;1+ 1 = 0mit 1 Ubertrag

Zehnersystem | 16 8 4 2 1
1 0 1 0

+ 1 1 0 0

1 0 1 1 0

b) Bei der Multiplikation gilt: 0x0=0;1*0=0;0%x1=0;1%x1=1

1 0 0 * 1 0 1
0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
+ 0 0 0
0 1 0 0 0

5) Bei der Subtraktion gilt: 0—0=0;1—-0=1;0—1 = 1mit Ubertrag1,1—1=0
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Bei der Division gilt: 0—0=0;1—0=1;0—1 = 1 mit Ubertrag1,1—1=0
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Erweiterung: Ubergang vom Zahlensystem auf die Teilbarkeitsregeln
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Bei den Teilbarkeitsregeln im Unterricht taucht die Sieben nicht auf. Woran liegt das? Im
Buch ,Rechnen ohne Taschenrechner® findet man folgende Prifregel fur die Teilbarkeit
durch Sieben:
i.) Addiere zu (oder subtrahiere von) Deiner Zahl ein Vielfaches von 7, so
dass das Ergebnis als Einerstelle eine Null hat.?
ii.) Streiche diese Null, sodass das Ergebnis eine Ziffer weniger hat.
iii.) Prufe, ob das Ergebnis eine O oder eine 7 ist.
e Ist dies der Fall, so ist die Zahl durch 7 teilbar,
e wenn nicht, wiederhole die Schritte i.) und ii.).
Beispiel: Wir wahlen die Zahl 78.645
78.645 + 35 = 78.680 > 7.868
7.868 + 42 =7.910 > 791
791 + 49 =840 > 84
84-14=70>7
Die Zahl 78.645 ist durch 7 teilbar (bei der Division erhalten wir 11.235)

1.) Uberprife den Algorithmus, indem Du ihn mit mehreren mehrstelligen Zahlen

ausprobierst. Begrinde, warum dieser Algorithmus tatsachlich funktioniert.

Auch wenn dieser Algorithmus funktioniert, ist er umsténdlich und im Alltag nicht hilfreich,
man kdnnte auch gleich die Zahl schriftlich durch 7 teilen. Ahnlich wie bei der 9 gibt es fir
die 7 auch eine Quersummenregel, die aber eine Vorabrechnung benétigt:
Wandle die Zahl zundchst in das Oktalsystem® um. Bilde dann die Quersumme - im
Oktalsystem - und prife, ob diese durch 8 teilbar ist. Gilt dies, so ist auch die

urspringliche Zahl durch 8 teilbar.

2.) Prufe diese Regel zundchst anhand selbstgewahlter Beispiele auf Richtigkeit.

Beweise die Regel dann allgemein.

L aus Lange, H.: Rechnen ohne Taschenrechner, MVG Verlag (2018)

2 Hinweis: In der 7er-Reihe gibt es zu jeder Ziffer von 0 bis 9 ein Vielfaches von 7, dass diese Ziffer als Einer hat.

Uberpriife dies durch eine Rechnung.

3 Das Oktalsystem — auch Achtersystem genannt — ist das Stellenwertsystem der 8, kennt also nur die Ziffern 0,1,...,6,7
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Loésungshinweise:

1.) Ist eine Zahl durch Sieben teilbar und addiert man eine weiter durch Sieben teilbare
Zahl, so ist das Ergebnis durch Sieben teilbar.
Hat das Ergebnis, dass durch Sieben teilbar ist, eine Null als Einerziffer, dann ist
auch das Ergebnis durch 10 geteilt (also streicht man die O als Einerziffer) wieder
durch 7 teilbar.
Erhélt man bei weiteren Reduzieren der Ladnge am Ende eine O oder eine 7, dann
kann man hierdurch Ruckwérts auf die Teilbarkeit durch 7 schlieBen.

Diese Regel kdnnte man auch etwa fur die 13 aufstellen. Warum?

2.) Verwendet folgende Homepage zum Umwandeln zwischen den Zahlensystemen:

Umrechnung von Zahlensystemen (arndt-bruenner.de)

Beweisidee:

i.)  Zunéchst schauen wir uns das Prinzip der Teilbarkeitsregel mithilfe der
Quersumme bei der Neun an. Die Beweisidee soll anhand einer
Beispielzahl dargestellt werden.

Die Zahl 843.239 (als Beispiel) ist durch 9 teilbar, da:
843.237 = 8-100.000+4-10.000+3-1.000+2-100+3-10+7-1
= 8-(99.999 4+ 1) +4-(9.999 + 1) +3- (999 + 1)
+2-(99+1D)+3-9+D+7
= (8-99.999+4:9999+3-999+2-99+3:9)
+(B8+4+3+2+3+7)
Die erste Klammer ist durch 9 teilbar, da jedes Produkt in der Summe
offensichtlich ein Vielfaches von 9 ist.
Die ursprunglich betrachtete Zahl 843.239 ist also dann durch 9 teilbar,
wenn die zweite Klammer auch durch 9 teilbar ist. Bei der Zweiten
Klammer handelt es sich jedoch um die Quersumme der betrachteten
Zahl. O
Dieser Ansatz illustriert die Beweisidee fur die Quersummenregel der 9

im Dezimalsystem, also unserem alltéglich verwendeten Zahlensystem.

ii.) Die folgende Aussage ist wichtig fur das Verstédndnis bei der

Quersummenregel der Sieben:
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iii.)

Fur jede natirliche Zahl n ist die Zahl 8" — 1 durch 7 teilbar.

Beweis (vollstédndige Induktion):

n=1: 8'—1= 7 ist durch 7 teilbar.

n>n+1: 8% -1=8.8"-1=8.-8"-8+7=8-(8"—-1)+7
Nach Induktionsvoraussetzung ist 8™ — 1 durch 7 teilbar,

also auch 8- (8" —1), somitauch 8-(8"—1)+7

Nun zurtick zur Quersummenregel der Sieben. Auch hier soll der Beweis
nicht rein formal gefihrt werden, sondern an einem weiteren Beispiel
dargestellt werden. Wir zeigen, dass die Zahl 86.415 ist durch 7 teilbar
ist. Hierfir wandeln wir sie zunéchst in das Oktalsystem um:
(86.415),, = (250.617)3 =2-8°+5-8*+0-8°+6-82+1-8'+7-8°
=2-(8-1+1)+5-(8*-1+1)+0-(83-1+1)
+6-(8*-1+1)+1- B —-1+1)+7-1
=[2-(8-1)+5-(8*-1)+0-(8-1)+6-(82-1)+1-(8' - 1)]
+[2+54+0+6+1+7]
Die erste Klammer ist durch 7 teilbar, da:
e jeder Faktor der Form 8™ — 1 nach ii.) durch 7 teilbar ist,
e somit jedes Produkt in der Klammer durch 7 teilbar ist und
e damit diese Summe ein Vielfaches von 7 ist.
Die urspringlich betrachtete Zahl 86.415 ist also dann durch 7 teilbar,
wenn die zweite Klammer auch durch 7 teilbar ist. Bei der Zweiten
Klammer handelt es sich jedoch um die Quersumme der betrachteten
Zahl. O

Hinweis. Alternativ zu dieser Regel fur die Teilbarkeit durch Sieben kann man

die zu prifende Zahl auch ins Sechsersystem (auch Senédrsystem bzw.

Hexalsystem genannt) umwandeln und die alternierende Quersummenregel wie

etwa bei der 11 anwenden.
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