
Problem des Monats ・Juni 2024 

Didaktische Hinweise und Lösungen 

 

zu Aufgabe 1 

Hinweise:  

• Ein möglichst großer Kreis, der in eine geometrische 

Figur reinpasst, nennt man Inkreis.  

• Der Mittelpunkt des Inkreises ist der Schnittpunkt 

der Winkelhalbierenden. 

• Zeichne die Lote vom Inkreismittelpunkt auf die 

Dreiecksseiten, um den Radius des Inkreises zu finden. 

• Die allgemeine rechnerische Lösung lässt sich nur mit Hilfe 

trigonometrischer Verhältnisse und Identitäten finden. 

• Für das gleichseitige und gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck braucht 

man den Satz des Pythagoras. 

• Graphische Lösungen lassen sich anschaulich auch mit Geogebra 

herleiten: https://www.geogebra.org/m/wvzq5h3k 

                                                                      

Für 𝛼 = 60°: 

Zeichnerische bzw. gemessene Lösung: Der Radius entspricht etwa 30% der 

Dreieckslängen im gleichseitigen Dreieck. 

Rechnerische Lösung: Im gleichseitigen Dreieck fallen Winkelhalbierende und 

Seitenhalbierende zusammen und stehen senkrecht auf den Dreiecksseiten. Die 

Seitenhalbierenden schneiden sich im Verhältnis 1:2. Damit beträgt der Radius des 

Inkreises 1/3 der Höhe. Nach Anwendung des Satz des Pythagoras (SdP) erhält 

man für die Höhe im gleichseitigen Dreieck in Abhängigkeit von der Seitenlänge 𝑥:  

ℎ = 
√3

2
𝑥 und somit beträgt der Radius 𝑟 = 

√3

6
𝑥 →  

√3

6
≈ 28,9%. 

 

Für 𝛼 = 90°: 

Zeichnerische bzw. gemessene Lösung: Der Radius entspricht etwa 30% der 

Dreieckslängen im gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck. 

Rechnerische Lösung: Im rechtwinklig-gleichschenkligen Dreieck teilt die Höhe ℎ 

auf die Seite 𝑐 das Dreieck wieder in zwei rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke 

mit dem Doppelschenkel: ℎ = 
1

2
𝑐. Nach SdP ist 𝑐 = 𝑥√2 und somit ℎ = 

√2

2
𝑥 =

1

√2
𝑥. 

Gleichzeitig ergibt sich im Dreieck MSxC für die Seite MC eine Länge von 𝑟√2 (SdP) 

und somit ℎ = 𝑟 + 𝑟√2 = 𝑟(1 + √2). Durch Gleichsetzen ergibt sich 
1

√2
𝑥 =  𝑟(1 + √2) 

und nach Umstellen und Erweitern mit (2 − √2) ergibt sich 𝑟 = 𝑥 (1 −
√2

2
) → 1 −

√2

2
≈

29,3%. 

 

Abb. 6 

https://www.geogebra.org/m/wvzq5h3k


Für alle weitere Winkel 𝛼: 

Zeichnerische bzw. gemessene Lösung: Für 90° < 𝛼 < 180° sinkt das Verhältnis 

von Radius und Doppelschenkel je größer 𝛼 wird. Bei 𝛼 = 120° beträgt es etwa 23%. 

Für 0° < 𝛼 < 90° steigt das Verhältnis von Radius und Doppelschenkel. 

Diese Lösung lässt sich auch anschaulich mithilfe des Geometrieprogramms 

Geogebra nachvollziehen.  https://www.geogebra.org/m/wvzq5h3k 

 

Rechnerische Lösung: Verbindet man den Inkreismittelpunkt jeweils mit den 

Eckpunkten des Dreiecks, teilt man damit die Dreiecksfläche in drei Dreiecke auf, 

die jeweils den Radius des Inkreises als Höhe und eine der Dreiecksseiten als 

Grundseite haben (siehe Abb. 6)1.  Damit ergibt sich: 

𝐴 =
1

2
𝑎 ∙ 𝑟 +

1

2
𝑏 ∙ 𝑟 +

1

2
𝑐 ∙ 𝑟 

 

2𝐴 = 𝑟(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) 

 

𝑟 =
2𝐴

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 

 

Weiterhin gilt im gleichschenkligen Dreieck mit dem Doppelschenkel 𝑥 und der 

Höhe ℎ auf die Basis 𝑐:  cos (
𝛼

2
) =

ℎ

𝑥
  und sin (

𝛼

2
) =

0,5𝑐

𝑥
 → ℎ = 𝑥 ∙ cos (

𝛼

2
)  und  

𝑐 = 2𝑥 ∙ sin (
𝛼

2
) . 

 

Somit ist 2𝐴 = 2
𝑥∙cos(

𝛼

2
) ∙2𝑥∙sin(

𝛼

2
) 

2
    und  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2𝑥 + 2𝑥 ∙ sin (

𝛼

2
) = 2𝑥 (1 +

sin (
𝛼

2
) ). Daraus folgt:  

𝑟 = 𝑥 ∙
cos (

𝛼
2) ∙ sin (

𝛼
2) 

1 + sin (
𝛼
2) 

 

 

Für 𝛼 = 120° ergibt sich  

𝑟 = 𝑥 ∙
cos(60°) ∙ sin(60°) 

1 + sin(60°) 
 →

cos(60°) ∙ sin(60°) 

1 + sin(60°) 
 ≈ 23,2% 

 

 

zu Aufgabe 2  

Hinweis:  

• Die Lösungen bauen auf den in Aufgabe 1 hergeleiteten Gleichungen auf. 

 

Der Flächeninhalt lässt sich in Abhängigkeit von 𝛼 wie bereits in Aufgabe 1 

hergeleitet mit 𝐴 =
𝑥∙cos(

𝛼

2
) ∙2𝑥∙sin(

𝛼

2
) 

2
= 𝑥2 cos (

𝛼

2
) ∙ sin (

𝛼

2
) beschreiben. Mit 𝑥 = 12 𝑐𝑚 

ergibt sich 𝐴 = 144 cos (
𝛼

2
) ∙ sin (

𝛼

2
) . Aufgrund der trigonometrischen Identität  

 
1 http://www.math.uni-

bremen.de/didaktik/ma/ralbers/Materialien/Dreieckszentren/X1_InkreisM/X1_InkreisMittelpunkt.html 

https://www.geogebra.org/m/wvzq5h3k


sin(𝛼) = 2 cos (
𝛼

2
) ∙ sin (

𝛼

2
) ergibt sich dann 𝐴(𝛼) = 72 sin(𝛼). Zeichnet man den 

zugehörigen Graphen, so hat der Flächeninhalt sein Maximum bei 90°. 

Rechnerisch lässt sich dies noch über die Differentialrechnung bestätigen. 

 

Der Inkreisradius lässt sich in Abhängigkeit von 𝛼 wie bereits in Aufgabe 1 

hergeleitet mit 𝑟 = 𝑥 ∙
cos(

𝛼

2
) ∙sin(

𝛼

2
) 

1+sin(
𝛼

2
) 

 beschreiben. Mit 𝑥 = 12 𝑐𝑚 ergibt sich 𝑟 = 12 ∙

cos(
𝛼

2
) ∙sin(

𝛼

2
) 

1+sin(
𝛼

2
) 

. Zeichnet man den zugehörigen Graphen erhält man ein Maximum für 

𝛼 im Bogenmaß ≈ 1,33. Dies entspricht 𝛼 ≈ 76,35°. In höheren Klassen lässt sich 

dies auch über eine Kurvendiskussion bestätigen. Für diesen Winkel ist 𝑟 ≈ 3,6 𝑐𝑚. 

 

Die Kantenlänge eines einbeschriebenen Quadrats lässt sich in Abhängigkeit von 𝛼 

wie folgt herleiten: 

Für das gleichschenklige Dreieck mit dem Doppelschenkel 𝑥, der Höhe ℎ auf die 

Basis 𝑐 und dem einbeschriebenen Quadrat mit der Kantenlänge 𝑠 gilt laut 

Strahlensatz:  
ℎ−𝑠

𝑠

2

=
ℎ
𝑐

2

 ↔
2ℎ−2𝑠

𝑠
=

2ℎ

𝑐
↔ 𝑐(ℎ − 𝑠) = ℎ𝑠 ↔ ℎ𝑐 = ℎ𝑠 + 𝑐𝑠 

↔ ℎ𝑐 = 𝑠(ℎ + 𝑐) ↔ 𝑠 =
ℎ𝑐

ℎ+𝑐
. Ersetzt man ℎ und 𝑐 mit den Aufgabe 1 hergeleiteten 

Termen erhält man: 𝑠 =
𝑥∙cos(

𝛼

2
) ∙2𝑥∙sin(

𝛼

2
)

𝑥∙cos(
𝛼

2
) +2𝑥∙sin(

𝛼

2
)

= 𝑠 =
2𝑥∙cos(

𝛼

2
) ∙sin(

𝛼

2
)

cos(
𝛼

2
) +2 sin(

𝛼

2
)
. Mit 𝑥 = 12 𝑐𝑚 ergibt sich 

𝑠 =
24∙cos(

𝛼

2
) ∙sin(

𝛼

2
)

cos(
𝛼

2
) +2 sin(

𝛼

2
)
. Zeichnet man den zugehörigen Graphen erhält man ein Maximum 

für 𝛼 im Bogenmaß ≈ 1,34. Dies entspricht 𝛼 ≈ 76,77°. In höheren Klassen lässt sich 

dies auch über eine Kurvendiskussion bestätigen. Für diesen Winkel ist 𝑠 ≈ 5,77 𝑐𝑚. 

 

zu Aufgabe 3: 

Hinweis:  

• Die Lösungen lassen sich mit Grundwissen über 2D-Figuren, den Satz 

des Pythagoras und den Strahlensätzen finden. 

 

Gestapelte Kreise: Die Summe aller Durchmesser der gestapelten Kreise ist die 

Höhe ℎ im gleichschenkligen Dreieck. Mit dem Doppelschenkel 𝑥 = 13 𝑐𝑚 und der 

Basis 𝑐 = 10 𝑐𝑚 ergibt sich nach SdP für die Höhe ℎ = 12 𝑐𝑚. Wegen U = πd ist die 

Summe aller Kreisumfänge 12π.  

 

Gestapelte Quadrate: Die Dreieckshöhe hat wieder die Länge 12. Die Summe aller 

Kantenlängen der Quadrate ist wieder die Dreieckshöhe und die ist 12. Die Summe 

der Umfänge ist also 4 ∙ 12 = 48. 

 

Gestapelte Überkopf-Dreiecke: Daraus kann man ein weiteres, viele Stunden Spaß 

versprechendes PdM machen, weil endlose Variationen möglich sind:
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gleichseitige Dreiecke stapeln, gleichschenklig-rechtwinklige, gleichschenklige mit 

Winkel an der Spitze α, Dreiecke mit drei verschieden langen Seiten … und man kann 

die Einschränkung aufgeben, dass eine der Kanten des einbeschriebenen Dreiecks 

parallel zur Basis des 13- 13-10-Dreiecks ist... 

 

Flächensumme der Kreise: Der Punkt L, an dem der Kreis den Schenkel 𝑥 berührt, 

teilt den Schenkel in 13 = 5 + 8 auf. SdP im Dreieck LMS (M – Mittelpunkt des 

Kreises, S – Punkt, an dem die Doppelschenkel zusammenlaufen) ergibt 𝑟 =  
10

3
 𝑐𝑚. 

Mit dem Strahlensatz bekommt man für die Oberkante des Trapezes, in welches der 

unterste Kreis einbeschrieben ist, 
40

9
 𝑐𝑚 und für die Trapezfläche somit 

1300

27
 𝑐𝑚2. Der 

Anteil des Kreises vom Trapez ist dann 
3𝜋

13
 ≈  72%. Für die Summe aller Kreisflächen 

gilt entsprechend dasselbe. 

 

zu Aufgabe 4: 

Spiegeln an den beiden Wänden ergibt ein Achteck. Die Fläche eines Achtecks ist 

maximal für das regelmäßige Achteck, d.h. falls 𝛼 =  135°.  

 

 

 

 

 


