Problem des Monats - Oktober 2024

Lésungen und Hinweise

Aufgabe 1:

Beim Einfarben des ganzen Dreiecks gelten folgende Regeln:

- Die erste Reihe Sechsecke muss festgelegt werden. “
- Die Farbe des Feldes in der ndchsten Reihe ergibt sich jeweils aus den LV/

zwei darUberliegenden Feldern

N
o Sind die beiden Felder unterschiedlicher Farbe, erhélt das zu v
farbende Feld die dritte Farbe. 8 ’
o Sind die beiden Felder gleicher Farbe, erhélt das zu farbende Feld
ebenfalls diese Farbe.

Aufgabe 2: SuS-Aktivitat. Alternativ kann auch das Dreieck

mit 4 Sechsecken in der ersten Reihe ausgefllt werden. ‘ ‘ ‘ ‘
Aufgabe 3: .

Die Farbe der Spitze ergibt sich aus den beiden Ecken. Es gilt
dabei die gleiche Regel wie in Aufgabe 1 flr das jeweils O ‘

nachste Feld. Sind die Ecken gleichfarbig hat auch die Spitze
diese Farbe. Sind die Ecken von zwei unterschiedlichen
Farben, hat die Spitze die dritte Farbe.

Aufgabe 4:

Die Farbe der Ecken der ersten Zeile bestimmen die Farbe der Spitze nur fir folgende Lédngen der
ersten Reihe:

2,4,10, 28, 82, -

Der allgemeine Zusammenhang ist: Lange 3" + 1.

Méglicher Tipp: Du hast drei Farben, die mégliche Lédnge der ersten Reihe wird etwas mit der Zahl
3 zu tun haben.

Aufgabe 5:
Der Beweis ist relativ komplex (und leider auf Englisch), deswegen beschrénken wir uns hier auf
eine Zusammenfassung der Idee.
Die Begriindung hat zwei Teile:

1.Wiederfinden von Vierer-Dreiecken (der Startlange 4) im Zehner-Dreieck (Startlangen 10)

(,Induktionsschritt®) und so weiter.

2.Untersuchung des Vierer-Dreiecks (,Induktionsanfang®)
Der Induktionsschritt ist nachvollziehbar, weswegen wir ihn in der Argumentation nach vorne
stellen, der Induktionsanfang (mit Startlange 4) ist wesentlich komplexer ist.

Tell 1 -, Induktionsschritt”

Geht man davon aus, dass die Regel fur Startlange 4 gilt (Teil 2), kann man anfangen Vierer-
Dreiecke in Zehner-Dreiecken zu suchen, und damit das Farben zu vereinfachen. Statt jede Reihe
einzeln zu farben, kann man direkt zwei Reihen Uberspringen.

Siehe nachfolgende Beispiel-Bilder:

Anja Kihnemund, Petra Presun, - mathezirkel.hamburg@gmail.com
http://bildungsserver.hamburg.de/00-schuelerzirkel-mathe




Abbildung 1: ein beliebig gefarbtes Zehner-Dreieck.

Abbildung 2: Aus den ersten vier Hexagonen der ersten Reihe ergibt sich aus deren
Endhexagonen Gelb und Blau die Farbe Rot fur die Spitze. Man hatte gar nicht alle Hexagone in
der zweiten und dritten Reihe farben missen, denn die markierten Ecken bestimmen ja die Spitze
in der vierten Reihe.

Die erste Reihe kann man in drei dieser Vierer-Dreiecke aufteilen (mit Ecken Blau-Rot und Rot-
Gelb). Die restlichen Hexagone der ersten Reihe spielen fir die Farbung der drei besonderen
Hexagone der vierten Reihe keine Rolle, man kann sie weif3 lassen.

Die farbigen Hexagone der vierten Reihe sind dann wiederum die Ecken von neuen Vierer-
Dreiecken, die ihre Farbe an der unteren Spitze von den Ecken erben. Nach einem weiteren
Schritt hat man die Spitze des Dreiecks erreicht.

Ignoriert man nun alle weiBen Hexagone (oder blendet sie aus) bleibt nur noch ein Vierer-Dreieck
Ubrig. Und wir waren ja davon ausgegangen, dass unserer Regel fur ein Viererdreieck gilt.

Vielleicht lohnt es sich an dieser Stelle fur die SuS, die Argumentation am 28-Dreieck
nachzuvollziehen und entsprechende Zehner-Dreiecke oder Vierer-Dreiecke zu suchen.

Uber das Wiederfinden kleinerer giinstiger Dreiecke (z.B. Vierer-Dreiecke oder Zehner-Dreiecke)
in einem groBeren glnstigen Dreieck (z.b. Zehner-Dreieck oder 28-Dreieck) lasst sich also der
Induktionsschritt vollziehen.

Offen ist noch, ob der Term 3™ + 1 die giinstigen Dreiecke beschreibt. Wie eben argumentiert

lassen sich glinstige Startlangen in die jeweils kleineren Startldngen unterteilen, also zum Beispiel

Startlange 10 in drei Dreiecke mit Startlange 4. Dabei Uiberlappen allerdings die beiden Eckpunkte

des inneren Dreiecks mit einem Eckpunkt der duBeren. Als Rechnung ergibt sich also:
10=3%4—2

Verallgemeinert: Ist 3" + 1 eine glinstige Lédnge, muss auch der folgende Term eine glinstige
Lénge ergeben:
3-3"+1)—2=3-3"+3-2=3""141

Damit ist der Induktionsschritt vollzogen.

Teil 2 - ,Induktionsanfang“
Um die Besonderheit fiir das Viererdreieck zu erkldren, muss man die Farbgebung algebraisch
darstellen. Zum Beispiel werden den Farben folgende Zahlen
zugeordnet: Rot 2 0, Blau > 1 und Gelb > 2

Dieses Dreieck kann dann zum Beispiel folgendermaBen beschrieben
werden:

Die Farbung der folgenden Hexagone ergibt sich durch Addition der
beiden Farben der jeweilig oberen Hexagone. Da keine Zahlen gréBer
als 2 vorkommen, muss nach der Addition modulo2 angewendet
werden.
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Nach dieser Regel wéren die Ergebnisse aus dem rechten Bild nicht alle korrekt:

24+1=3mod3=0 richtig
1+0=1mod3=1+2 falsch
0+2=2mod3=2#1 falsch

Die Ergebnisse der zweiten beiden Additionen mit der Null missen jeweils das andere Ergebnis
liefern. Dies erreicht man durch Umkehren des Vorzeichens:

—(2+1)=3mod3=0 richtig
—(14+0)=—-1mod3 =2 richtig
—(0+2)=-2mod3=1 richtig

Die allgemeine Rechenanweisung fir die ,Farbe* eine Folgehexagon ist —(a + b) mod3, wobei a und
b die Farben der beiden urspriinglichen Hexagone sind.

Nimmt man jetzt ein beliebiges Vierer-Dreieck mit den Farben a, b, ¢ und d an (Bild 1), vererben
(berechnen) sich die Farben algebraisch wie in Bild 2. Nimmt man nun das Ergebnis der letzten
Zeile modulo 3 fallen die Vielfachen von 3 weg, also

(-a-3b-3c-d)mod3 =-(a+ 3b+ 3c+d) mod3 =-(a+d)

Damit ist fur beliebig gefarbte Vierer-Dreiecke gezeigt, dass nur die Farbung der beiden Eck-
Hexagone die Farbung der Spitze bestimmt.

Weiterfihrende Fragen:

e Wenn man statt drei Farben zum Farben entweder nur zwei benutzt oder aber vier oder mehr,
gibt es dann auch besondere Zahlen als Lange der Startreihe? Welche und warum?

(Hier bietet es sich eventuell auch an, selbst Simulationen zu schreiben = Informatik).

e Am Ende des Videos gibt Mathologer noch weitere Ideen, wie man das Color Game weiter
untersuchen kann, zum Beispiel in drei Dimensionen als Pyramide mit dreieckiger Grundflache
und vier Farben. Was waren sinnvolle Regeln zum Einfarben? Welche besonderen Startldngen
gibt es hier?

e Erweiterung die Simulation auf 17 Punkte und farbe die komplette Zeile in einer Farbe, das
mittlere Hexagon der ersten Zeile jedoch in einer anderen Farbe (zum Beispiel alles gelb, die
Mitte rot). Das Ergebnis erinnert an das Sierpinski Dreieck (selbstahnliche Figuren), warum?

Quellen:

Youtube: Mathologer (Professor Burkard Polster, Director of Undergraduate Education, School of
Mathematics, Monash University, Australia): https://www.youtube.com/watch?v=9JN5f7_3YmQ
(Das Video ist leider in Englisch, er erklart es aber sehr anschaulich).

Burkard Polster hat uns auch die Simulationen zur Verfligung gestellt, die er im Video benutzt und
die mit QR-Code verlinkt sind.

Zusétzlich das folgende PDF:
http://www.ehrhard-behrends.de/pdf_zaubern/behrends_humble.pdf
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