Problem des Monats - Dezember 2024

Lésungshinweise

Grundidee dieses PdMs ist, die Zahl e auf eine Weise zu erarbeiten, die prinzipiell
auch starke Unterstufen-Schler:innen nachvollziehen kénnen, und eben nicht
erst in der Oberstufe als Zahl kennenlernen, die tolle Eigenschaften beim Ableiten
hat.

Diese Grundidee geht auf Jakob Steiner im Jahr 1850 zurtck, der e als die Zahl
beschrieb, die beim Wurzelziehen mit sich selbst die gréBte Wurzel liefert,

oder kurz: vx: Ve > 3/x, wobei dieses Maximum ~ 1,445 ist.

Aufgabe 1:

Schuler:innen zerlegen die Zahl 10 in unterschiedliche Summanden. Sie
berechnen Produkte und identifizieren die Zerlegung mit dem gréBten Produkt.
Sie wenden Potenzgesetze an, um gleiche Faktoren zusammenzufassen.

Optimale Zerlegung fur 10:
10=4+3+3=2-2+2-3-22-32=36
Optimale Zerlegung fur 25:
25=7-3+2-2-37-22=8748
Erkenntnis: GleichméaBige Zerlegungen fuhren tendenziell zu gréBeren Produkten.
Es fallt auf, dass Zerlegungen mit 2 und 3 "gut" sind.

Aufgabe 2:

Die optimale Lésung nédhert sich der Basis ex2.718, d.h., die Summanden sollten
mdglichst nahe bei 2.718 liegen, um das gréBte Produkt zu erzielen:

25 25\°
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In der 2. Exceldatei teilt man die gegebene Zahl zunéchst durch eine Zahl (Teiler),
so dass der Quotient etwa bei 3 ist und lasst den Teiler dann hochzahlen (Feld
markieren, Quadrat rechts unten am Feld nach unten ziehen). In der 4. Spalte
wird dann die Potenz ausgerechnet. Das Maximum ist durch bedingte
Formatierung leicht sichtbar.

Erkenntnis: Die Optimierung des Produkts bei gebrochenen Summanden orientiert
sich ebenfalls an mdglichst gleichmaBigen Zerlegungen.
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Aufgabe 3:

In der erwdhnten 2. Exceldatei kann man nun fur den Teiler ebenfalls
Dezimalbruche durchprobieren. Bei der 25 erhélt man fir einen Dezimalbruch mit
einer Nachkommastelle das maximale Produkt von ca. 9867 bei 9,2 mit dem
Quotienten ca. 2,717.

Das verbessert sich erst bei 3 Nachkommastellen des Teilers mit 9,197 (~ 25/¢e)
zu ca. 9867,3443 und der guten Néherung fur e zu ca. 2,718278.

(10/e ~ 3,679 und das maximale Produkt ist hier ~ 39,6.)

Oberstufe:
Anschaulich ist klar, dass man die urspringliche Zahl n méglichst gleichmaBig
aufteilen muss, damit das Produkt maximal wird.

Man sucht also das globale Maximum der Funktion

fx) = (E)x _ X [mB)] = pxlimm-me].

Nach der Ketten- und Produktregel gilt fur x € R*
f'(x) = exlinm=-nG] . [ln(n) —In(x) — z] = ex M-t . [In(n) — In(x) — 1].

Die Nullstellen davon ergeben sich durch In(x) = in(n) — 1

wegen der Bijektivitat des Potenzierens zu x = e"(® = eW=1 = g . =1 = 2,
Weiter qilt

F(x) = exnm=ml - [in(n) — In(x) — 117 = T = f() - [tnm) — tn(x) — 1 - 2].
Fir x = = wird f(x) positiv und es gilt
n 1 e —e
In(n) —In (E) —-1- W‘ = [ln(n) —In(n)+In(e)—1- E] = <0,
e

d.h. g ist das einzige Extremum der Funktion; es ist ein Maximum,

n
n

und somit ist(ng)e = ee = 3/e™die maximale Summe.

"Philosophie":
Was bedeuten gebrochene Exponenten rechnerisch, geometrisch, anschaulich?
Das ist durchaus ein Thema, Uber das man im Mathezirkel sprechen kann.

9% = 9:9 und 9° = 9:9.9, aber was heiBt 9°°? Wie rechnet man das als Produkt,
und wenn hoch 2 eine Flache und hoch 3 ein Volumen ist, was ist dann hoch 2,57
Das ist anschaulich erst mal nicht klar, auch wenn es in der Oberstufe in
Rechnungen hingenommen wird.
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Gebrochene Exponenten sind mathematisch als Wurzeln definiert: 9 hoch (1/2)
ist die 2. (also "normale") Wurzel von 9, also 3. Das ist insofern nachvollziehbar,
da 9% = 81 ist, also 9 hoch (1/2) das Gegenteil macht.

9 hoch (3/2) ist also gleichzeitig 2. Wurzel und hoch 3, somit 3° = 27

(oder 9'° =9' . 9°° = 9.3 = 27). Bei einem schwierigeren Bruch wird die Rechnung
schwieriger, die |dee aber bleibt.

Und bei Dezimalzahlen, die sich nicht als Bruch ausdricken lassen, wie e, © und
irrationalen Wurzeln, ist das Verfahren nur noch als Annadherung mdglich, und das

Ergebnis ist nahe an einem &hnlichen Bruch. Somit ist z.B. e "nahe" an 2,72°%
also einer Zahl mit Exponent 368/100, wo also die 100. Wurzel hoch 368
genommen wird. Zur Handlungsanweisung Wurzel & Potenz kommt hier also noch
Annaherung hinzu.

Aber was heiBt das geometrisch und anschaulich? Eine Anwendung von
gebrochenen Exponenten ist fraktale Dimensionen, die man z.B. in der Chaos-
und Oberflachenphysik bendétigt. Und diese werden auch Uber eine
Handlungsanweisung definiert, so zahlt man z.B. Uberdeckte Boxen oder umgibt
eine Menge mit einer "Minkowskiwurst" (sic!) (https://t1p.de/46twp).

Z.B. wird bei Kustenlinien eine Dimension von 1,::- und bei kristallinen
Oberflachen eine Dimension von 2,::- angegeben.

Es ist bei diesem Thema schén méglich, Anschauung in der Mathematik zu
besprechen, wo wir uns immer schwerer ein "Bild" machen kénnen, und den
Sachverhalt durch eine komplexe Handlung somit vielleicht nicht komplett
"anschaulich", aber immerhin "handhabbar" machen.
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